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Resumen

Palabras clave: comunicacion matematica, competencia comunicativa, lenguaje en el aula

La presente investigacion tuvo como objetivo identificar los tipos de lenguaje median los
procesos comunicativos en el aula de matematicas y los cambios en estos durante la
implementacién de una estrategia dirigida al desarrollo de competencias comunicativas. Es una
investigacion cualitativa con alcance interpretativo- interventivo, la cual invita a reflexionar sobre
el papel del docente de matematicas en el desarrollo de la competencia comunicativa de sus
estudiantes y de qué manera la transformacion de sus practicas pedagdgicas permite que ellos
interpreten, analicen, generalicen, argumenten, evallen y propongan alternativas de solucién a

situaciones matematicas contextualizadas.

Metodoldgicamente, se plantearon dos categorias; los procesos comunicativos de la docente y
los procesos comunicativos del estudiante, entre pares y con la docente. Cada una de esas
categorias se analizd considerando cinco subcategorias relacionadas con los tipos de lenguaje que
se evidencian en el aula de matematicas: natural, simbolico, grafico, iconico y gestual. La
propuesta de intervencion se presenta describiendo lo ocurrido durante la implementacién de las
actividades y a partir de un proceso de reflexion, se mencionan los aciertos y dificultades
encontrados en cada actividad realizada, asi como las sugerencias que la docente investigadora

hace con el proposito de mejorarlas.

En la investigacion se observa la importancia de prestar atencion a los procesos
comunicativos en el aula, ya que estos median el aprendizaje. EI docente debe ser consciente de
las diferentes manifestaciones del lenguaje que se ponen en escena cada dia como parte de su
guehacer pedagogico y de las implicaciones que las elecciones a este respecto tienen en el

aprendizaje de sus estudiantes.
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Abstract

Key words: math communication, communicative competency, language

The objective of this research was to identify the types of language that influences
communicative processes in the classroom of mathematics and the changes in them during the
implementation of a strategy directed towards the development of communicative skills. It is a
qualitative investigation with interpretation — intervention, which invites the teacher to reflect on
their role in the development of the communicative competency of their students and how to
change their pedagogical practices to permit the students to interpret, analyze, generalize, debate,

evaluate and propose alternative solutions to contextualized mathematical situations.

Methodologically, two categories were tested; the communicative process of the teacher and
the communicative processes of the student, between peers and with the teacher. Each one of
these categories is analyzed considering five subcategories related to the type of language that is
evidenced in the mathematics classroom: natural, symbolic, graphic, iconic, and gestural. The
proposed intervention is presented mentioning the strengths and weaknesses of each completed
activity as well as the recommendations of the teacher investigator.

In the investigation, the importance of paying attention to the communicative processes in the
classroom is noted, as this influences the learning. The teacher must be conscious of the different
manifestations of language that are put into play each day as part of their pedagogical tasks and
of the implications that the selections they make to that respect have on the learning of the

students.
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El desarrollo de la competencia comunicativa en matematicas a través de practicas de

aula

Una de las mayores preocupaciones de los docentes es la dificultad que tienen los estudiantes
para comunicarse eficiente y asertivamente, lo que se evidencia en los bajos resultados
academicos en las distintas areas del conocimiento. Con base en lo anterior, a través de la
investigacion pedagdgica, los maestros somos los llamados a cambiar el sistema educativo y
mejorar la calidad de la educacion desde nuestra labor en el aula.

Existen numerosos documentos e investigaciones que argumentan la importancia de la
comunicacion en el aula de matematicas. Por ejemplo, Sfard, 2008; Lee, 2009; Fandifio, 2010 y
Jiménez, 2014, quienes sugieren que las practicas pedagdgicas en esta area deben contribuir a que
los estudiantes sean competentes para proponer alternativas de solucion a situaciones

contextualizadas, de manera argumentada y propositiva.

En linea con los anteriores planteamientos, el interés principal de la investigacion que se
expone a continuacion se orienta hacia el disefio e implementacion de practicas de aula que sean
eficientes tanto en el desarrollo de los conceptos matematicos como en el fortalecimiento de la

habilidad comunicativa de los estudiantes.
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Antecedentes

Pruebas externas.

Planteamiento del Problema

Al analizar los resultados obtenidos por los estudiantes de grado quinto en las pruebas Saber

5° en los Ultimos cuatro afios se observa que mas del 60% de los estudiantes se encuentran en el

nivel minimo e insuficiente en el area de matematicas, sin que haya habido cambios significativos

en ese periodo de tiempo (Figura 1)

Tabla 1. Comparativo Anual Pruebas Saber 5 Matematicas entre 2012 y 2015

Afio Numero de Estudiantes Puntaje Margen de Intervalo de
Evaluados Promedio Estimacion Confianza
2012 74 309 +14 (295 — 323)
2013 76 276 +14.3 (261,7-290,3)
2014 63 305 +14.3 (290,7-319,3)
2015 61 305 +11.8 (293,2-316,8)
Insuficiente Minimo Satisfactorio Avanzado
100-264 265-330 331-396 397-500
45%
\n 40%
E 339 34% 3394 34%
g 30% 29%
H 26%
% 24%
% 20% 18%
E 12%
& 10% 105 oo
3%
09% -

Figura 1. Comparacién Niveles de Desempefio en Matematicas Grado 5, del 2012 al 2015

Las competencias evaluadas son agrupadas por el Instituto Colombiano para la Evaluacién de

la Educacion (ICFES) en tres partes: La primera es el razonamiento; relacionada con la

15



capacidad de justificar estrategias, procedimientos y conclusiones, ademas de formular hipotesis,
conjeturar, identificar y expresar patrones, reconocer tipos de razonamiento y evaluar cadenas de
argumentos, la segunda es la comunicacion, representacién y modelacion; que da cuenta de la
capacidad para interpretar, expresar, relacionar y describir situaciones por medio de diferentes
formas de lenguaje (pictorico, escrito, concreto, grafico y algebraico) y la tercera, es el
planteamiento y resolucion de problemas; relacionada con la capacidad para resolver
situaciones presentadas en diversos contextos, desarrollar, aplicar, justificar y generalizar

estrategias, verificar respuestas y hacer aproximaciones.

Esta prueba ademas evalla tres componentes en los cuales se reorganizan los cinco tipos de
pensamientos matematicos: numérico-variacional; hace referencia a todos los aspectos
relacionados con el nimero; su significado, representacion, sistemas de numeracion, operaciones
y propiedades, patrones, cambio, proporcionalidad, variacion lineal e inversa y el concepto de
funcion, geométrico-métrico; correspondiente a la construccion y manipulacion de objetos en el
espacio, sus relaciones y transformaciones, solucién de problemas relacionados con la medicion y
las unidades de medida, asi como el uso de los conceptos de perimetro, area y volumen, y
aleatorio; el cual se relaciona con la lectura, interpretacion, representacion, descripcion y analisis
de informacion y eventos aleatorios, formulacion de inferencias y el uso argumentado de las

medidas de tendencia central y dispersion.
De otra parte, al revisar los resultados obtenidos por los estudiantes en estas pruebas en

comparacion con el promedio nacional y de la ciudad se encuentra que el colegio se ubica por

debajo del promedio de Bogota y se ha ido acercando al promedio nacional (Figura 2).
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Figura 2. Comparacion promedios en matematicas del colegio, la ciudad, y la nacion, del 2012 al 2015

Al hacer un analisis detallado de los resultados por competencia y por componente en el

mismo periodo, se observa que en comparacion de estos resultados con el conjunto de otras

instituciones educativas del pais que obtuvieron un promedio similar, en el mismo afio, grado y

area, no hay una competencia o componente que mantenga una tendencia a ser considerada como

una fortaleza, por el contrario se mantienen en un nivel de desempefio similar o por debajo de los

alcanzados por instituciones con rendimientos semejantes. La comparacion de estos resultados

con el conjunto de otras instituciones educativas del pais que obtuvieron un promedio similar, en

el mismo afio, grado y area, se presentan en la tabla 2:

Tabla 2. Comparativo Anual de Fortalezas y Debilidades en Competencias y Componentes en
Matematicas Grado 5, del 2012 al 2015

Competencia Componente
Razonamiento Comunicacion Resolucion N“F"e.”co Geprpetnco Aleatorio
variacional  métrico
2015 Fortaleza Similar Debilidad Fortaleza Similar Debilidad
2014 Similar Fortaleza Fortaleza Fortaleza Debilidad Fortaleza
2013 Similar Similar Similar Similar Similar Similar
2012 Fortaleza Debilidad Fortaleza Debilidad Fortaleza Similar
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De igual forma al analizar los resultados obtenidos por los estudiantes del grado 5° en las
pruebas de lenguaje en el mismo periodo, se encuentra que un porcentaje menor de estudiantes se

ubican con desempefios en el minimo e insuficiente, alrededor del 45% en los afios 2012 a 2014,

incrementandose al 60% el porcentaje de estudiantes en estos niveles en el 2015. También se

observa una disminucion del porcentaje de estudiantes en el nivel avanzado pasando de un 21%

de estudiantes en el 2012 a un 9% de estudiantes en el nivel avanzado en el 2015 (Figura 3).

Tabla 3. Comparativo Anual Pruebas Saber 5 Lenguaje entre 2012 y 2015

Afio NUmero de Estudiantes Puntaje Margen de Intervalo de
Evaluados Promedio Estimacion Confianza
2012 73 331 +14.1 (316,9 — 345,1)
2013 77 322 +125 (309,5-334,5)
2014 64 328 +17,2 (310,8-345,2)
2015 60 305 +12.7 (292,3-317,7)
Insuficiente Minimo Satisfactorio Avanzado
100-264 265-330 331-396 397-500
51%
509%
40%

Figura 3. Comparacion Niveles de Desempefio en Lenguaje Grado 5, del 2012 al 2015
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La prueba Saber de lenguaje se basa en el reconocimiento de que existen diversas
manifestaciones del lenguaje, pero que en cualquiera de ellas los principales procesos son la

comprension y la produccion.

La prueba evalla dos competencias: Comunicativa-lectora; que se fundamenta en la
capacidad para interpretar diferentes tipos de texto dependiendo de su estructura, y la
comunicativa-escritora; que evalua el proceso de escritura del texto y la capacidad de asumir
una postura frente a este, haciendo uso de variadas estrategias de pensamiento. Son tres los
componentes que se evallan en esta prueba; semantico; que se refiere al significado y al “qué se
dice”, el sintéctico; relacionado con la coherencia y al “como se dice” y el pragmatico; referido

al “para qué se dice”.

En los resultados obtenidos por los estudiantes en estas pruebas en comparacién con el
promedio nacional y de la ciudad se encuentra que el colegio se ubica por debajo del promedio de

015

Bogota y por encima del promedio nacional (Figura 4).
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Figura 4. Comparacién promedios en lenguaje del colegio, la ciudad, y la nacion, del 2012 al 2015

La comparacion de estos resultados con el conjunto de otras instituciones educativas del pais

que obtuvieron un promedio similar, en el mismo afio, grado y &rea, se muestran en la tabla 4:
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Tabla 4. Comparativo Anual de Competencias y Componentes en Lenguaje Grado 5, del 2012 al 2015.

Competencia Componente

Comunicativa lectora Comunicativa escritora ~ Semantico Sintactico Pragmatico

2015 Fortaleza Similar Similar Fortaleza Debilidad
2014 Similar Similar Fortaleza  Debilidad Debilidad
2013 Fortaleza Debilidad Fortaleza  Debilidad Fortaleza
2012  Similar Debilidad Debilidad Fortaleza Debilidad

Del anterior analisis se concluye que los desempefios de los estudiantes de grado quinto de la
institucion en las pruebas de matematicas y lenguaje son bajos y que un porcentaje considerable
de los estudiantes no alcanza las competencias minimas esperadas para su nivel. Aspecto que se
ve reflejado en las dificultades académicas en los cursos subsiguientes de educacion secundaria e
invita a cuestionarse sobre la relacion que existe entre las competencias evaluadas en ambas

areas.

Actividades institucionales de refuerzo y mejoramiento.

Conscientes de gue existe una oportunidad de mejora en aspectos relacionados con el
desarrollo de las competencias matematicas y comunicativas de los estudiantes, se han venido
adelantando algunas estrategias institucionales, que han permitido visibilizar fortalezas y
debilidades en estos aspectos, aunque no se han aplicado con el rigor necesario para obtener

resultados favorables. A continuacion, se describen algunas de ellas:

A partir del afio 2013 se implement6 el Calendario Matematico en bachillerato, es una
publicacion que bajo el lema “Un problema para cada dia y un dia para cada problema”, plantea
ejercicios y situaciones problema para cada dia entre semana, y para el fin de semana propone
uno para resolver en familia; con estas actividades busca desarrollar las habilidades de los
estudiantes frente a la resolucion de problemas y generar disciplina de estudio. EI Calendario
Matematico tiene siete niveles de dificultad; en el caso de Villa Amalia se trabaja el segundo

nivel en el ciclo 3. Sin embargo, su aplicacion no es rigurosa; teniendo en cuenta que esta
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herramienta es nueva para los estudiantes de grado sexto, la asimilacion de la metodologia y la
disciplina necesaria para desarrollarla toma tiempo y requiere del acompafiamiento constante del
docente. Adicionalmente la institucidn sélo aprueba determinada cantidad de recursos para el
area. En el afio 2015 no se aplicd durante el primer semestre por cambios administrativos y en el

afio 2016 se aprobaron cuatro calendarios por estudiante; uno para cada periodo escolar.

Como estrategia de mejoramiento académico en el afio 2014 se aplicaron cinco cuestionarios
de Martes de Prueba para los estudiantes de grado 5 y 6 evaluando las areas de matematicas,
lenguaje, sociales, ciencias e inglés. Martes de Prueba es un sistema de evaluacion permanente,
que busca fortalecer el nivel académico de los estudiantes a partir de la retroalimentacion de los
resultados de cada prueba. Las preguntas estan disefiadas acorde a los estandares basicos, 10s
componentes y competencias de cada area. Al finalizar ese afio se promediaron los resultados de
las cinco pruebas aplicadas, arrojando como resultado que los estudiantes del grado 5, estuvieron
ubicados en niveles asi: 33% Bajo, 28% Bésico, 18% Alto y 21% Superior, y los estudiantes de
grado sexto estuvieron ubicados asi: el 59% Bajo, 25% Basico, 13% Alto y sélo el 3% Superior.

A pesar de los aportes de este proyecto, por cuestiones administrativas no se le dio continuidad.

Durante ese mismo afio, el area de humanidades inicié un proyecto de lectura, el cual
consistia en que una vez a la semana, el docente aplicaba una lectura que incluyera conceptos y
términos especificos de su asignatura, con el fin de mejorar la comprensién lectora en cada area.
Los docentes de humanidades, desde su experiencia, afirman que los estudiantes tienen dificultad
para interpretar enunciados en las diferentes areas del conocimiento, lo que generalmente se
traduce en bajos desempefios en las evaluaciones escritas. Infortunadamente el proyecto fue
perdiendo los espacios académicos para su realizacion debido a dindmicas institucionales y

termind extinguiéndose antes de poder visualizar los resultados en las diferentes areas.

A traves del programa "Curriculo para la excelencia académica y la formacion integral”,
implementado por la Secretaria de Educacién Distrital (SED), el area de matematicas realizé
ajustes al plan de estudios en el afio 2015, con el fin de apoyar ese programa, el cual busca que
los estudiantes desarrollen las habilidades del pensamiento a partir del modelo de Anderson y

Krathwohl (2000), jerarquizadas como se muestran en la tabla 5.
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Tabla 5. Habilidades del Pensamiento

Habilidades Del Pensamiento

Comunica
Crea
Evalla
Analiza
Aplica
Comprende

Reconoce

Informa, manifiesta, advierte, revela, declara, oficia, expone, proclama
Genera, produce, disefia, construye, idea, elabora

Comprueba, revisa, formula, juzga, detecta, monitorea

Diferencia, organiza, atribuye, compara, construye, estructura, integra
Ejecuta, implementa, desempefia, usa, experimenta, prueba

Interpreta, ejemplifica, clasifica, resume, infiere

Recuerda, lista, describe, recupera, denomina, localiza

Tomado del modelo de Anderson y Krathwolh (2000)

Estas habilidades estan ligadas a los nlcleos tematicos, etapas de desarrollo de los

estudiantes, contexto institucional, proyectos transversales y evaluacién. Especificamente, para el

ciclo 3, los estandares basicos de competencias en matematicas indican que, al terminar el grado

séptimo, el estudiante debe estar en capacidad de resolver y formular problemas de acuerdo a las

tematicas respectivas, para lograr este objetivo sugiere partir de situaciones de aprendizaje

significativo y comprensivo de las matematicas.

Justificacion

El anélisis de los antecedentes presentados anteriormente, invita a realizar una reflexion en

relacion con el rol que el docente de matematicas tiene en el desarrollo de la competencia

comunicativa de sus estudiantes y en qué forma la transformacién de sus préacticas pedagdgicas

contribuyen a que los estudiantes interpreten, analicen, generalicen, argumenten, evallen y

propongan alternativas de solucion a situaciones matematicas contextualizadas.
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En este sentido, el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) en los lineamientos curriculares,
refiere que todas las profesiones cientificas y técnicas requieren personas que estén en capacidad
de expresar ideas de diferentes maneras, comprender, interpretar, evaluar, demostrar, describir
ideas y relacionarlas, también de hacer conjeturas, formular preguntas, reunir y evaluar
informacion, asi como de argumentar persuasiva y convincentemente. Ademas, reconoce que
diversos estudios "han identificado la comunicacion como uno de los procesos mas importantes

para aprender matematicas y para resolver problemas.” (p. 74).

Asi mismo, Sfard (2009) afirma que “La necesidad de comunicacion, entendida como
cualquier intento de suscitar determinadas acciones por parte de otros, es la primera fuerza
conductora que hay tras todos los procesos cognitivos humanos” ( p.71), dejando claro que el
aprendizaje depende de la comunicacion. Ella, ademas indica que “La comunicacion se debe ver

no como una mera ayuda al pensamiento, sino como equivalente al pensamiento mismo” (p. 39).

De igual modo, Fandifio (2010) senala que: “Toda comunicacion es eficaz si alcanza su
objetivo en cualquier campo, incluso en matematica” (p.159). E indica que el aprendizaje
matematico es evidente mediante la argumentacion, validacion, justificacion o demostracién de

ideas, por medio de figuras, dibujos, esquemas, gestos u otras formas de comunicacion.

Por otra parte, como lo mencionan Ortega y Ortega (2002), en secundaria los estudiantes
tienen un gran desconocimiento sobre el manejo y el uso adecuado del lenguaje matematico, lo

que dificulta sus procesos académicos al iniciar una carrera universitaria.

A proposito de la habilidad comunicativa, Lee (2009) sugiere que “la razén principal por la
que el incremento del discurso es importante porque aumenta el potencial de los alumnos para
aprender matematicas y el de los profesores para ayudarles a aprender”, ella define el discurso

como “toda la gama del lenguaje que se pueda introducir en una clase” (p. 17)

En consecuencia, se hace evidente la importancia de buscar transformaciones en la practica
docente tendientes a fortalecer los procesos comunicativos que se llevan a cabo en el aula de

matematicas, a buscar estrategias que fomenten el uso apropiado del lenguaje matematico por
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parte de sus estudiantes, a comprender y analizar el tipo de lenguaje que el docente utiliza en el
desarrollo de sus clases, a analizar el uso y apropiacion del lenguaje matematico por parte de sus
estudiantes y la forma en que lo utilizan para comunicar ideas en el contexto del aula de clase y

en otros contextos.

Por lo anterior, se plantean los siguientes interrogantes y objetivos que orientan este trabajo

de investigacion.

Preguntas de Investigacion
Pregunta general.

¢ Qué tipos de lenguaje median los procesos comunicativos en el aula de matematicas y como
estos se transforman durante la implementacion de una estrategia dirigida al desarrollo de

competencias comunicativas?
Preguntas especificas.

= ;Qué tipo de lenguaje utiliza la docente- investigadora para comunicar los conceptos
matematicos en el aula y qué cambios se pueden identificar en esté luego de un

proceso de reflexion sobre su practica?

= ;Qué tipo de lenguaje utilizan los estudiantes para comunicarse al interior de la clase
de matematicas y qué cambios se evidencian en la implementacién de una estrategia

dirigida a la apropiacion de diferentes tipos de lenguaje matematico?
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Objetivos
Objetivo general.

Identificar los tipos de lenguaje median los procesos comunicativos en el aula de matematicas y
los cambios en estos durante la implementacion de una estrategia dirigida al desarrollo de

competencias comunicativas.

Objetivos especificos.

= |dentificar las formas de lenguaje utilizadas por la docente- investigadora para
comunicar conceptos matematicos en el aula y los cambios que generan en estas luego

de un proceso de reflexion sobre su préctica.

= Identificar los tipos de lenguaje que utilizan los estudiantes para comunicarse al
interior de la clase de matematicas y los cambios en estos durante la implementacion

de una estrategia dirigida a la apropiacion de diferentes tipos de lenguaje.

= Identificar los aciertos y dificultades didacticas y pedagdgicas que emergen durante la
implementacién de la estrategia.
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Marco Tedrico

Antecedentes De Investigacion
Investigaciones asociadas a la competencia comunicativa.

El desarrollo de la competencia comunicativa en matematicas, esta asociada a las estrategias

que utilice el docente para tal fin.

Jiménez Marquez, G., Jiménez Marquez, J. y Jiménez Marquez, E. (2014) sugieren en las
conclusiones de su investigacion que al aplicar una estrategia basada en la apropiacion del
lenguaje simbolico y los codigos de representacion matemaética favorece el desarrollo de la
competencia comunicativa y la representacion, en el area de matematicas. Esta competencia
también se desarrolla al relacionarse con experiencias, conocimientos y contextos de los

estudiantes.

En el mismo sentido Lee (2010) afirma que en la medida en que se utilicen varios tipos de
lenguaje en una clase, los estudiantes tendran mayor oportunidad para aprender matematicas, asi

como también aumenta la posibilidad de los maestros para ayudarles a comprender.

Por su parte Bezmalinovic y Piquet (2015) concluyen que plantear estrategias comunicativas
donde los estudiantes deban describir, explicar, reconocer y socializar procedimientos, correctos
0 no, sustentar ideas y trabajar entre pares, es fundamental para promover la argumentacion en la

clase de matematicas.

Asimismo, Cabrera (2003) asegura que la actitud de los estudiantes, sus intereses y
motivaciones estan directamente ligados a la comunicacion que utilice el docente. También,
asevera gue, aungue en general los docentes saben que la comunicacién que favorece mayor
participacion de sus estudiantes es aquella en la que el docente interactta con ellos realizando
retroalimentacion constante, prefieren la comunicacion jerarquica que ademas de permitir el

aprendizaje propicia otras conductas comportamentales.
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Investigaciones relacionadas con la ensefianza de los numeros enteros.

Bell (1986) muestra como la ensefianza por diagnostico permite evidenciar errores
conceptuales de los estudiantes y ayudarles a superarlos a través de la discusion-conflicto.
Durante la investigacion sobresale la dificultad para operar cantidades dependiendo de cual sea el
término desconocido, refiriéndose especificamente a la adicion de nimeros enteros. El
investigador hace una clasificacion de los obstaculos conceptuales indicando que se presentan
dificultades para comprender el orden de los nimeros enteros, otras asociadas con el cero,
algunas mas con resolver problemas donde el uso de palabras como “mas” y “sube” pueden
resultar engariosas y finalmente, aquellas donde debe combinar movimientos como en

transacciones bancarias o similares, especialmente cuando el valor desconocido es el de partida.

Bruno (1997) aplicé una metodologia de investigacion de aula en la que se contrastan dos
métodos de ensefianza de problemas aditivos con nimeros negativos: el “método redactar” en el
que los estudiantes aprenden a diferenciar la estructura de variados tipos de problemas, luego
redactan sus propios problemas y los intercambian con sus comparieros para resolverlos, y el
“método resolver”; en el que los estudiantes practican la resolucion de los problemas en forma
progresiva aumentando gradualmente la dificultad de estos. La eficacia de estas dos metodologias
se contrasto con los resultados obtenidos por un grupo de estudiantes que resolvieron problemas
de un libro de texto. Se concluy6 que tanto el método redactar como el método resolver, tuvieron
mayor efectividad que el método tradicional de resolver cierta cantidad de ejercicios rutinaria al
finalizar la presentacion de un concepto en particular. No obstante, la investigacion no es
concluyente en cuanto a la efectividad del método redactar frente a otras metodologias; sin
embargo, sugiere que esta puede mostrar mejores resultados si se plantea a largo plazo, por lo

menos durante un afio escolar y no sélo durante un periodo, como se hizo para la investigacion.

Castillo (2014) realizé una investigacion en la que ensefiaba la estructura aditiva de los
nameros enteros utilizando objetos fisicos como mediadores en el proceso de aprendizaje, y
concluye que esta estrategia les permitio a los estudiantes asimilar con mayor rapidez y eficacia

las tematicas tratadas.
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Investigaciones asociadas a los obstaculos de aprendizaje de los nUmeros enteros.

Desde diversas investigaciones se han identificados obstaculos asociados con la comprension
de los objetos y nociones matematicas. De acuerdo con D" Amore (2005) dichos obstaculos
pueden ser de naturaleza epistemoldgica, relacionadas con la naturaleza propia del objeto,
didactica relacionados con las acciones y decisiones tomadas por el profesor en el aula o de
naturaleza ontogenética, relacionados con las etapas de desarrollo cognitivo del sujeto que

aprende.

La investigacion titulada "La ensefianza de los nimeros negativos: aportaciones de una
investigacion”, realizada por Alicia Bruno (1997), con estudiantes de entre 12 y 13 afios, tenia
como eje central la ensefianza de los nUmeros negativos a partir de una perspectiva unitaria, es
decir, considerando que existe un hilo conductor que unifica y homogeniza los conjuntos
numéricos. Esta investigacion se centrd en tres dimensiones: abstracta, de recta y contextual. La
primera hace referencia a la estructura matematica y la escritura de los nimeros, la segunda a la
representacion numérica en la recta real y la tercera a las utilidades y uso de los numeros. En las
conclusiones de la investigacion se indica que algunas de las dificultades que existen en la
ensefianza de los nimeros negativos son consecuencia del conocimiento previo de los nimeros
positivos, también se evidencia la dificultad para resolver problemas de cambio especialmente
cuando la cantidad inicial es la desconocida y finalmente, como recomendacion, sugiere apoyarse

en la recta real para relacionar contextos como “carretera, nivel del mar o ascensor”.

En este mismo sentido, Morales (2014) evidencia en su investigacion que algunos errores que
cometen los estudiantes al resolver problemas se relacionan con la dificultad para expresar en

lenguaje matematico una situacién presentada en lenguaje natural.

Cid (2003), realiza una compilacion de investigaciones y teorias sobre la ensefianza,
dificultades de aprendizaje y errores de los alumnos e implicaciones didacticas de la
epistemologia del numero negativo. En su escrito destaca que algunos autores agrupan a los

estudiantes en niveles de acuerdo a la interpretacion que ellos hagan del nimero entero como
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cantidad y su representacion en la recta numerica, indicando de esta manera que existen grados
de asimilacion del mismo concepto. Dentro de los obstaculos asociados a la nocion de nimero
entero, la autora incluye la dificultad para operar cantidades negativas o darle sentido a una
cantidad negativa; ella explica que, aunque un estudiante pueda operar cantidades negativas es
posible que no logre comprender su significado. Otra dificultad se encuentra en la unificacion de
la recta real para incluir los nmeros negativos; para muchos estudiantes es dificil comprender
que existe algo menor que la nada. Otro inconveniente se encuentra al momento de hacer la

distincion entre nimero, magnitud y cantidad.

Investigaciones asociadas a las dificultades de aprendizaje del perimetro y area de los

poligonos.

Gotte, Mantica y Maso (2006) afirman que en su investigacion se evidencia que los
estudiantes tienden a considerar que los poligonos tienen areas enteras, al igual que sus
dimensiones. Ademas, declaran que aunque ellos pueden cubrir una superficie con diferentes
unidades de medida, se les dificulta seleccionar la mas adecuada. Por otra parte, evidencian que
es comun que los estudiantes hagan relaciones entre el perimetro y el rea de un poligono,
haciendo afirmaciones como que si dos figuras tienen el mismo perimetro, entonces deben tener
la misma area, 0 que a mayor area, mayor perimetro. Los investigadores también concluyen que
los estudiantes tienen dificultad para hacer figuras de determinada area si no cuentan con papel

cuadriculado para tal fin.

Por su parte, Doménech (2014) hallé que es muy frecuente la confusion entre perimetro y
superficie, perimetro y area, el uso de las formulas para hallar perimetros y areas, ademas de ser
frecuente establecer relaciones de proporcionalidad directa entre el area y el perimetro de figuras

geométricas distintas.

D'Amore y Fandifio Pinilla (2007). Sugieren que, para evitar los obstaculos asociados a las
relaciones entre area y perimetro de poligonos, el docente debe utilizar figuras cdncavas y
convexas, exponer explicitamente las relaciones que se puedan hallar entre perimetro y area de la

misma figura y evitar el uso exclusivo de figuras estandarizadas.
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Referentes Teoricos
Las matematicas y su ensefianza en el aula.

Definir lo que es la matematica o lo que son las matematicas, es algo que resulta muy
complejo, incluso para quienes la han estudiado profundamente. Sin embargo, la concepcion que
tenga el docente de las matematicas es esencial en el proceso de ensefianza — aprendizaje. La Real
Academia de la Lengua (RAE) define la matematica como la ciencia deductiva que estudia los
objetos abstractos y sus relaciones, partiendo de axiomas y razonamientos ldgicos. Ademas,
Quesada (1991) argumenta que las matematicas no son un lenguaje, pero si cuentan con su propio
lenguaje, es decir, tiene sus propios simbolos; vocabulario, una determinada manera de
combinarlos; sintaxis y secuencias de estos simbolos; alcance semantico. Este lenguaje no dista
de la forma natural en que nos expresamos. A partir de la transposicion del conocimiento
matematico que hacemos, de nuestro lenguaje al lenguaje matematico, y viceversa, es que

podemos resolver situaciones problema en diversos contextos.

En los procesos matematicos el pensamiento, como actividad de la mente, esta relacionado
con la capacidad de razonar, sistematizar, contextualizar y comunicar. Para Sfard (2009) el
pensamiento y comunicacion estan intimamente relacionados, tanto asi que para la autora “pensar
es un caso especial de la actividad comunicativa. La actividad de una persona cuando piensa se
puede ver como una actividad de comunicacion con ella misma” (p. 67). De igual forma, para
Perkins (2003) el pensamiento es basicamente invisible, pero es la accién de comunicacion la que
permite visibilizar lo que una persona esta pensando. En el caso de la matematica esta
comunicacion esta permeada por el uso de diferentes recursos (lenguajes) que permiten entablar

un didlogo con otros para expresar la ideas.

De igual forma, la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico (OCDE)
(2004), establece que:
La competencia matematica se refiere a la capacidad del alumno para razonar, analizar y

comunicar operaciones matematicas. Es, por lo tanto, un concepto que excede al mero
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conocimiento de la terminologia y las operaciones matematicas, e implica la capacidad de

utilizar el razonamiento matematico en la solucion de problemas de la vida cotidiana (p.12).

Al respecto, Rico (2006) aclara en el analisis que hace sobre las pruebas del Programa para la
Evaluacion Internacional de Estudiantes (PISA), que “saber hacer uso de las matematicas no se
refiere exclusivamente a resolver problemas matematicos, sino también a comunicar, relacionarse
con, valorar ¢ incluso, apreciar y disfrutar con las matematicas” (p.48). Ademas, afirma que
cuando el estudiante muestra ser competente matematicamente, ha puesto en practica una serie de

procesos que le han permitido resolver un problema, entre ellos el comunicativo.

PISA considera que la educacion debe centrarse en desarrollar algunas competencias
generales especificas, las cuales determinan la manera en que responderan los estudiantes al
hacer matematicas de acuerdo a la orientacion de la formacion. A continuacion, en la tabla 6, se
presentan las competencias elegidas por este programa para ser evaluadas y lo que se evalla en

cada una de ellas.

Tabla 6. Competencias Evaluadas por PISA

Competencia Lo que se evalla

Pensar y razonar = Responder y plantear cuestiones propias de las matematicas.
= Distinguir entre diferentes tipos de enunciado

= Utilizar los conceptos matematicos.

Argumentar = Razonar matematicamente, encadenar, crear y expresar argumentos

matematicos.

Comunicar = Expresar contenido matematico y entender enunciados de esta area,

de forma oral y escrita.

Modelar = Estructurar, dirigir y controlar el proceso de modelizacion de una
situacion.
= Interpretar modelos matematicos a partir de la reflexion, el analisis
y la critica.

= Comunicar acerca de un modelo, sus resultados y limitaciones.
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Competencia

Lo que se evalua

Plantear y resolver
problemas

Representar

Utilizar el lenguaje
simbdlico, formal y
técnico y las
operaciones

Uso de herramientas y

recursos

Plantear, formular y resolver problemas matematicos aplicando

diversas estrategias.

Decodificar, interpretar y distinguir entre diferentes tipos de
representacion de objetos matematicos y situaciones, seleccionado y
relacionando la mas adecuada dependiendo del propdsito de la

situacion.

Realizar traducciones entre el lenguaje natural y el simbdlico-
formal, decodificandolo e interpretandolo.
Comprender enunciados y resolver expresiones que contengan

simbolos, férmulas, variables, ecuaciones y calculos.

Utilizar recursos y herramientas familiares en contextos, modos y

situaciones distintas al uso con el que fueron presentados.

Por otra parte, el MEN (1998) organiza el aprendizaje matematico en cinco procesos

generales, no excluyentes, propios de la actividad matematica asi: razonamiento, resolucion y

planteamiento de problemas, comunicacion, modelacion y elaboracion, comparacion y

ejercitacion de procedimientos. En la tabla 7 se ilustran cada uno de ellos.

Tabla 7. Procesos Generales de la Actividad Matematica segun el MEN

Proceso

Se refiere a

Razonamiento

Resolucion y
Planteamiento de
Problemas

Argumentar y justificar los procesos que se siguen y las estrategias que
se utilizan para llegar a un resultado.
Hipotetizar, conjeturar, predecir, contradecir y relacionar.

Expresar patrones matematicamente

Formulacion de problemas en diversos contextos.
Desarrollo, uso y generalizacion de diversas estrategias para resolver
problemas.

Verificacion, interpretacion y generalizacion de soluciones.
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Proceso Se refiere a

Comunicacion = Observar, conjeturar, preguntar.
= Argumentar persuasiva y convincentemente.
= Interpretar, construir, relacionar y evaluar diversas representaciones de
un objeto o idea.
= Expresar ideas oralmente, por escrito o por medio de representaciones

gréficas.

Modelacion = Decidir y actuar, realizando predicciones frente a un modelo.
= Construir modelos, realizando el proceso desde la situacion problema
hasta la definicion de dicho modelo.
Elaboracion, = Hacer célculos mentales y con calculadora.
Comparacion y

Ejercitacion de
Procedimientos

Seguir instrucciones.

Medir longitudes, areas, volumenes y otras magnitudes.

Otra perspectiva sobre lo que debe desarrollar un estudiante para ser competente
matematicamente, la ofrece Fandifio (2010). De acuerdo a ella, en matematicas no es suficiente
con construir el concepto, es necesario saber usarlo; s6lo de esta manera el estudiante podra dar
cuenta de un aprendizaje matematico exitoso. Esta afirmacidn se relaciona con el hecho de que
ocasiones un estudiante puede realizar un algoritmo correctamente, aunque carezca de sentido

para él o, por el contrario, que comprenda un concepto, pero no pueda usarlo.

Fandifio establece cinco tipos de aprendizaje diferentes en matematicas, que pueden
superponerse: aprendizaje conceptual, algoritmico, de estrategias, comunicativo y de gestion de

las representaciones semioticas. En la tabla 8 se resumen cada uno de ellos.

Tabla 8. Tipologias del aprendizaje de la matematica, segun Fandifio (2010)

en

Aprendizaje Se refiere a

Conceptual = Conceptos propios de la matematica
= Registros semioticos

Algoritmico = Comprension, uso y deduccion de algoritmos
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Estratégico = Resolver problemas
= Elegir las acciones frente a una situacion problema
Comunicativo = (Capacidad de expresar ideas matematicas

= Uso de diversos tipos de lenguaje (natural, simbdlico,
grafico, iconico, gestual, etc....)

= Eleccion adecuada del tipo de lenguaje
= QOrganizacién de los argumentos

= Consideracién de los argumentos de los demés

(Y gestion) de las representaciones
semidticas

Uso de diversas representaciones semioticas

De lo anterior se infiere que sin importar las diferentes concepciones sobre la naturaleza de
las matematicas o sobre la ensefianza o aprendizaje de estas, un aspecto fundamental qué emerge

en cada uno es la comunicacion de las ideas matematicas.

Competencia comunicativa en matematicas.

El lenguaje es la forma en que nos comunicamos y una herramienta que usamos para pensar.
La comunicacién es un proceso mediante el cual hay un intercambio de informacién en el cual
intervienen dos 0 mas personas, se encuentra presente en todas nuestras rutinas cotidianas y es
parte esencial de cualquier proceso de ensefianza aprendizaje. Especialmente en este, debe
procurarse que la comunicacion sea efectiva, es decir que, el emisor exprese con claridad y
coherencia su pensamiento de tal manera que el receptor comprenda el mensaje: “La medida en
que cada hablante tienen éxito en su comunicacion, lo que se mide a través de la eficacia del

mensaje, se denomina competencia comunicativa” (Dore, 1986, citado por Owens, 2003).

El MEN (2003), en los estandares basicos de competencias en matematicas refiere que “La
adquisicion y dominio de los lenguajes propios de las matematicas ha de ser un proceso... que
posibilite y fomente la discusion frecuente y explicita sobre situaciones, sentidos, conceptos y

simbolizaciones, para tomar conciencia de las conexiones entre ellos ...” (p.54).
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Ademas, considera la comunicacion como proceso general en el aprendizaje de las
matematicas, permite establecer relaciones entre las diversas representaciones de un objeto
matematico, facilitando su asimilacion y aplicacién. EI MEN, en los Lineamientos Curriculares,
ademas de exponer lo que se debe desarrollar en este proceso da algunas directrices sobre la
manera en que este se puede abordar en las clases. Indica que la labor de los estudiantes es
complementada por el maestro, por lo cual él debe realizar una adecuada orientacion a partir de la
escucha con el fin de clarificar las ideas que los estudiantes exponen. De esta manera sugiere que
las propuestas curriculares expliciten en las estrategias de ensefianza y evaluacion la oportunidad
de que los estudiantes comuniquen sus ideas matematicas y se comuniquen matematicamente.
Esto es posible en la medida en que el ambiente de la clase favorezca la discusion de ideas,
motive la pregunta y propicie la lectura, interpretacion, argumentacion de situaciones en
contextos matematicos, ademas de tener presente que la comunicacion matematica puede ocurrir
de manera individual, en pequefios grupos o en la totalidad de la clase y se puede evidenciar a

través de gréaficos, palabras, representaciones fisicas o tablas.

Es por estas razones que el MEN afirma que en las practicas educativas el proceso
comunicativo es fundamental para motivar a los estudiantes, presentar o reforzar la informacion,
evaluar los aprendizajes y, mas alla de esos aspectos, lograr la asimilacién de los conceptos
matematicos de lo cual el estudiante da cuenta a través de la clara argumentacion de sus
apreciaciones, de igual manera, el docente debe estar en capacidad de advertir en qué medida fue

comprendido su mensaje.

Por otra parte, las competencias evaluadas en las pruebas PISA se clasifican en seis niveles
dependiendo del dominio en la ejecucion de tareas por parte de los estudiantes, siendo el primer
nivel el méas basico donde ellos realizan las acciones obvias esperadas hasta el sexto nivel en el
cual ellos comunican con claridad sus acciones y reflexiones con relacion a sus procedimientos,

argumentos y adaptaciones.
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La comunicacion en el aula de matematicas se da desde diferentes tipos de lenguaje, los
cuales se relacionan entre si profundamente y no son excluyentes. Fandifio (2010) sefiala algunos

tipos de lenguaje que se han agrupado de la siguiente manera, para efectos de la investigacion:

Lenguaje natural: Hace referencia al lenguaje que se utiliza cotidianamente para comunicarse

con el entorno. Tiene un gran significado ya que no sélo transmite informacion, sino que ademas
comunica emociones y estados de animo. Las metéaforas, ironias y demas figuras literarias
enriquecen las posibilidades de comunicacion, asi como los modismos pueden ser utilizados en
algunos momentos para motivar o contextualizar una idea, pero no en la formalizacion de un

concepto.

Lenguaje simbdlico- matematico: Es el conjunto de signos y simbolos que, combinados de

manera légica y acorde a las reglas de esta ciencia, permiten traducir expresiones del lenguaje
natural para darles solucién en el campo de las matemaéticas, pero con aplicacion en un contexto

real.

Lenguaje grafico: son las representaciones por medio de tablas, gréficas estadisticas o de

funciones, de situaciones matematicas o cotidianas, que ademas brindan suficiente informacién
sobre ellas. En este lenguaje se encuentran las representaciones que requieren el uso de la recta

numeérica, el plano cartesiano, las tortas estadisticas, los diagramas de barra, entre otras.

Lenguaje iconico: Sirve para representar contenidos semanticos o conceptuales utilizando

simbolos basicos y también para representar una situacién a través de imagenes. Resulta ser muy
valioso cuando los estudiantes deben resolver un cuestionamiento y hacen uso de sus
conocimientos y creatividad a través de la composicion de un dibujo donde plasman su
percepcion sobre la situacion planteada. En este lenguaje también se incluyen los esquemas que
para efectos de la investigacion se definen como las representaciones por medio de dibujos o

simbolos de situaciones matematicas.

Lenguaje gestual: No toda la informacion que se transmite se hace de manera consciente y

voluntaria. La postura del cuerpo, la mirada, el movimiento de las manos, las muecas y la
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presentacion personal, entre otras, son indicadores de la motivacion, la actitud e incluso de la
comprension de la explicacion de la clase, aunque también es frecuentemente usado por el
docente para llamar la atencion de los estudiantes, corregir o validar una respuesta e ilustrar
ideas. En ocasiones las personas utilizan movimientos con sus manos para indicar una idea que se

les dificulta transmitir y los gestos que utilizan permiten una recepcion adecuada del mensaje.

Ademas de los tipos de lenguaje considerados, también se debe tener en cuenta que la
comunicacion puede darse a través de la lectura, la escritura y la oralidad, entonces evaluar si esta
es eficiente requiere de comprender que, también existen varios componentes en la comunicacion
matematica: el manejo del lenguaje propio de las matematicas, la claridad, pertinencia,
presentacion, organizacion y argumentacion de las ideas, la capacidad de escucha de los
argumentos del otro, la eleccién del tipo de lenguaje y otros factores asociados dependiendo de

las caracteristicas propias del aula y del concepto a desarrollar.

Para Sfard (2009) “...muchas materias escolares, las matematicas entre ellas, se aprenden
mejor de manera interactiva, mediante la conversacion con otros” (p. 111). Esta conversacion
requiere para su desarrollo del uso adecuado de lenguajes propios de la actividad matematica de
situaciones que propicien su uso en el contexto escolar. Sobre la importancia de la comunicacion
en el aula, ella ademas refiere que “... al ubicar la comunicacion en el corazon de la educacion
matematica es probable que cambie no sélo la manera como ensefiamos sino también la manera
en que pensamos sobre el aprendizaje y sobre lo que se ha aprendido” (p.39) y luego enfatiza en
que “...el lente comunicacional influye tanto nuestra comprension de lo que ocurre cuando los
nifios aprenden, como nuestras ideas sobre qué se puede hacer para ayudar a los estudiantes en
ese esfuerzo”(p. 70). Es por esto que el docente debe prestar especial anterior al desarrollo
comunicativo en su aula, revisar su discurso y la forma en que se comunica con sus alumnos a la

vez que observa la interaccion comunicativa de sus estudiantes.

Objetos matematicos trabajados en la investigacion.

Durante la fase de intervencidn descrita en el trabajo se abordaron como tematicas centrales

los conceptos de nimero entero, sus operaciones y propiedades y de cuadrilatero, sus tipologias y
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caracteristicas de perimetro y area, por lo anterior se hace necesario presentar un marco
conceptual que permitan enmarcar desde que concepciones se abordo la ensefianza de dichos

objetos y nociones.

Se debe aclarar que la docente hace una reconstruccion de estos objetos a partir de la consulta
en los textos. Geometria, de Clemens, O'Daffer y Cooney (1989) e Introduccion al algebra, de
Clemens, O'Daffer y Charles (1998).

Los nimeros enteros, sus operaciones y propiedades.

Histdricamente los nimeros enteros surgen de la necesidad de resolver situaciones que no
tienen solucién dentro del conjunto de los nimeros naturales, especificamente en la sustraccion
cuando el minuendo es menor que el sustraendo, por ejemplo 5 — 8. Pero el uso de los negativos
esta asociado a los balances contables para representar las deudas; inicialmente se usé la tinta roja

para indicar estas cantidades y posteriormente se acordo el uso del signo —.

Matematicamente los numeros enteros lo denotamos Z, este conjunto numérico junto con la
adicion y la multiplicacién forman una estructura algebraica Ilamada anillo, se expresa asi (Z, +,

X), eso significa que cumple algunas propiedades que se explican detalladamente méas adelante.

Un namero real es un entero si x =0, X € N v—x e N. Es decir, que el conjunto de los
nameros enteros esta conformado por el cero, los nimeros naturales y sus opuestos, por lo tanto,

no tiene cota inferior ni superior, en otras palabras, no tienen principio ni fin.

Z={...-8,-1-6,-5,-4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3,4,5,6, 7,8, ...}

Formalmente la construccién de los nimeros negativos se hace a partir de la sustraccion; un
entero negativo es la diferencia de dos niumeros naturales, donde el minuendo es menor que el

sustraendo. Por ejemplo: -3 =5 — 8; se asocia el -3 con el par ordenado (5, 8), sin embargo,
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existen infinitos pares ordenados que pueden ser asociados al -3; (4,7), (3, 6), (7, 10) ... de este

hecho surge la relacion de equivalencia representada con el simbolo ~.

Como:a—-b=c-desequivaleaa+d=b+c,dondea, b, c,d e N se establece la relacion
de equivalencia definida: (a,b) ~ (c,d) si y s6lo si a + d = b + c. El conjunto de todos los pares
relacionados con (a,b) se Ilaman clase de equivalencia y se designa [a,b]. En general la

construccidn de los numeros enteros negativos se establece como [1, n+1] = -n, donde neN.

La organizacién de los nimeros enteros se relaciona con la ubicacion de estos en la recta real;

se ubican en esta de menor a mayor, de izquierda a derecha.

v
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Un ndmero es positivo si es mayor que cero y negativo si es menor que cero: X > 0 significa
gue X es positivo, y x < 0 significa que x es negativo, y un nimero es mayor que otro si la
diferencia del primero con el segundo es mayor que cero, asi:

Sean,a”™b e€Z,entoncesa>bsia-b>0.

Dados dos numeros enteros a 'y b se cumple una de las tres afirmaciones (Tricotomia)

a>b; (aes mayor que b), a<b (aes menor que b) va=b (aesigual ab).
Ademas, los numeros enteros cumplen tres propiedades del orden:

Un namero entero es igual a si mismo (Propiedad reflexiva)

Seaa €Z, entoncesa = a

Si un namero entero es menor o igual a otro y, a su vez, el segundo es menor o igual que el
primero, entonces ambos numeros son el mismo. (Propiedad anti simétrica)

Seana”™b eZ,entoncesa<b b <a, entoncesa=h.
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Si un nimero entero es menor que otro, y este a su vez es menor que un tercero, el primero es
menor que el tercero (Propiedad transitiva)

Seana,b”™c eZ,entoncesa<b”™b<c, entonces a<c.

Valor absoluto.

El valor absoluto de un nimero entero se define como la distancia que hay de ese nimero a
cero, en la recta real.

|a|=asia>0,-asia<0vO0sia=0.

El valor absoluto de un nimero entero es igual al valor absoluto de su opuesto

lal=1]-a]

El valor absoluto de la suma de dos numeros es menor o igual que la suma de los valores
absolutos

la+bl<[a]+]b]

Adicion en los enteros.

La suma de dos numeros enteros del mismo signo se calcula sumando sus valores absolutos
con el mismo signo. La suma de dos nimeros enteros de signos opuestos se calcula restando sus

valores absolutos con el signo del sumando de mayor valor absoluto.

La adicién de nimeros enteros cumple las siguientes propiedades:

Clausurativa: La suma de dos numeros enteros es un nimero entero. (El conjunto Z es
cerrado para la adicién)

Seana”™b eZ,entoncesa+b=c,c eZ.

Conmutativa: La suma de dos enteros es igual sin importar el orden de los sumandos.

Seana”™b eZ,entoncesa+b=b+a
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Asociativa: Al tener mas de dos sumandos, es posible agruparlos de diferente manera, sin que
se altere la suma.

Seana,b”™c eZ, entonces(a+b)+c=a+(b+c)

Modulativa: En los enteros existe el 0, denominado el modulo de la adicion, tal que cualquier
ndmero sumado con cero es el mismo.

Seaa eZ,entoncesa+0=0+a=a

Anulativa: En los nimeros enteros existe el opuesto de un ndmero, tal que cualquier nimero
sumado con su opuesto es igual a cero

Sea a € Z, entonces existe —a, tal que a + (-a) = (-a) +a=0.

La sustraccion de dos nimeros enteros se define como la suma del minuendo con el opuesto
del sustraendo. Asi:
a-b=a+(-b)

Multiplicacion en los enteros.

El producto de dos nimeros enteros se calcula multiplicando sus valores absolutos y el signo
resultante es positivo si ambos factores tienen el mismo signo, o negativo si tienen signos

contrarios.

La multiplicacion de nimeros enteros cumple las siguientes propiedades:

Clausurativa: EIl producto de dos nimeros enteros es un numero entero. (El conjunto Z es
cerrado para la multiplicacion)

Seana”™h eZ, entoncesab=c, ¢c € Z.

Conmutativa: El producto de dos enteros es igual sin importar el orden de los factores.
Seana”™b e Z, entonces ab = ba
41



Asociativa: Al tener mas de dos factores, es posible agruparlos de diferente manera, sin que
se altere el producto.

Sean a, b ™ ¢ € Z, entonces (ab)c = a (bc)

Modulativa: En los enteros existe el 1, denominado el médulo de la multiplicacién, tal que
cualquier nimero multiplicado con uno es el mismo.

Seaa eZ,entoncesa:-l=1.-a=a

Anulativa: En los nimeros enteros existe el 0, tal que cualquier nimero multiplicado con 0 es
igual a 0.

Sea 0 € Z, entonces existea-0=0-a=0.

Distributiva: Al multiplicar un nimero con una suma se obtiene el mismo resultado que al
sumar los productos de dicho nimero con cada uno de los sumandos.

Seana,b”™c eZ, entoncesa(b+c)=ab+ac

Poligonos y sus caracteristicas.

Un poligono es una figura geométrica formada por segmentos que cumplen dos condiciones;
la primera, que cada segmento toca exactamente a otros dos y, la segunda, que como maximo,

dos segmentos se encuentran en un solo punto.

Los poligonos son regulares cuando todos sus lados son congruentes entre si y en
consecuencia todos sus angulos también son congruentes entre si, 0 viceversa, y reciben un
nombre de acuerdo a la cantidad de lados que tengan, siendo el tridngulo el que tiene menos

lados. Los nombres de algunos poligonos se muestran en la figura 5.

Numero de lados Nombre Representacion grafica
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3 Triangulo A
4 Cuadrilatero .
5 Pentagono .
6 Hexagono .
7 Heptagono .
8 Octagono .
9 Eneagono Q
10 Decagono O

Figura 5. Poligonos seglin sus lados

Cuadrilateros.

Dentro de los cuadrilateros existen tres categorias dependiendo de la cantidad de parejas de
lados paralelos que tengan, y a su vez cada categoria cuenta con una nueva clasificacion que
depende de las caracteristicas especificas de cada uno. Esta clasificacion puede observarse en las

figuras 6, 7 y 8.

Trapezoides: son cuadrilateros que no tienen pares de lados opuestos paralelos.
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Trapezoide simétrico:

Trapezoide asimétrico

Figura 6. Trapezoides

Trapecios: son cuadrilateros con exactamente dos lados paralelos.

Escaleno: sus cuatro lados son
de diferente medida.

Isésceles: sus lados no
paralelos son congruentes.

Rectangulo: tiene dos angulos

internos rectos.

Figura 7. Trapecios

Paralelogramos: son cuadrilateros con ambos pares de lados opuestos paralelos.

Romboide: sus angulos Rombo: todos sus
lados son
congruentes.

opuestos y sus lados
opuestos son congruentes.

Rectangulo: tiene
todos sus angulos

internos rectos.

Cuadrado: todos sus
angulos y sus lados
son congruentes.

Figura 8. Paralelogramos.

Notese que los cuadrados son rombos y rectangulos

Perimetro de un poligono.

El perimetro de un poligono corresponde a la suma de la medida de cada uno de sus lados.

Area de un poligono.
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El &rea de un poligono es la medida de la superficie que ocupa el poligono, esta se da en

unidades cuadradas. El area de algunos de los poligonos que conocemos se ilustra en la figura 9.

Poligono Gréfico Area
Cuadrado lado por lado 12
1
Rectangulo base por altura bxh
Paralelogramo h base por altura bxh
b
. La mitad de la base bxh
Tridngulo
por la altura 2
b -
Trapecio b La semisuma de las (B+b) x h
bases por la altura 2

Figura 9. Areas de algunos poligonos
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Ensefianza para la Comprension

Las practicas de aula fueron planeadas en el marco de la Ensefianza para la Comprension
(EpC). Stone (1999) sugiere que “ensefiar para la comprension involucra a los alumnos en
desempefios de comprension” (p.95), para que esto sea posible se requiere un marco conceptual
que responda a los interrogantes sobre: los temas que deben ser comprendidos y sus
particularidades, de qué manera promover la comprension y, por supuesto, cbmo evidenciar la
comprension de los estudiantes. Desde esta perspectiva la comprension es “la capacidad e

inclinacion a usar lo que uno sabe cuando actua en el mundo” (Stone, 1999, p.8)

Los elementos de la EpC que permiten responder a los interrogantes planteados son cuatro,
los cuales estan relacionados de tal manera que facilita el proceso de ensefianza- aprendizaje:
topicos generativos, metas de comprensidn, desempefios de comprensién y evaluacién

diagndstica continua.

Tdpicos Generativos: son los temas que seran abordados, los cuales deben ser centrales,

accesibles para el estudiante, interesantes para el docente y poderse vincular con experiencias

previas de los estudiantes.

Metas de Comprensién: Son las metas que indican lo que se espera que los estudiantes logren

comprender. Deben ser claras para los estudiantes, estan relacionadas entre si y son observables,
medibles y evaluables, ademas tienen en cuenta las dimensiones de la comprension que se

clasifican asi:

= Conocimiento: Hace referencia los hechos, ideas, conceptos y relaciones. Evalla la

estructura y organizacion de estos en el individuo.

= Método: Describe como se construye y se valida el conocimiento, los procesos y

estrategias utilizadas.

» Forma de comunicacion: Se refiere a la habilidad para expresar el conocimiento

utilizando variedad de formas de comunicacion teniendo en cuenta el contexto.
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= Proposito: Evidencia la necesidad de realizar conexiones argumentadas entre

tematicas.

Desempefios de comprension: son las actividades que permiten desarrollar y demostrar la

comprension de las metas establecidas. Para que los desempefios sean efectivos deben estar
vinculados con las metas de comprension, desarrollar y aplicar la comprension a través de la
practica y utilizar variados estilos de aprendizaje y formas de expresion, ademas de permitir la
demostracion de la comprensidn. Existen tres tipos de desempefios que se encadenan entre si, de

manera progresiva:

= Etapa de exploracién: no son exclusivos de la primera parte de la unidad, pero
generalmente se dan en esta fase. Estos permiten motivar o cuestiona al estudiante

sobre lo que conoce e indagar sobre sus nociones e ideas previas.

= Investigacion guiada: estos desempefios buscan que los estudiantes utilicen sus
conocimientos previos y sus habilidades para acercarse a las metas de comprension.

Las acciones deben ser variadas.

= Proyecto final de sintesis: en este proyecto se pretende que el estudiante dé cuenta con

claridad del dominio que tiene de las metas de comprension.

Evaluacidn diagndstica continua: Debe contar con criterios claros, establecidos previamente

los cuales deben conocer los estudiantes. Es muy importante hacer una evaluacion continua que
permita evidenciar los avances conjuntamente con los desempefios e incluir la auto y la co-
evaluacion de los estudiantes lo que favorece que los estudiantes asuman con mayor
responsabilidad su proceso de aprendizaje. La evaluacion no debe ser Gnicamente para calificar.
En el modelo de EpC, la retroalimentacion es muy importante en el proceso de asimilacion de los
conceptos y no es una tarea exclusiva del docente, por el contrario, debe provenir de diversas

fuentes.

Se considera que este marco es apropiado para mejorar la practica de aula ya que permite a la
docente reflexionar sobre la pertinencia e importancia de los topicos generativos, pero sobre todo
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invita a plantear desempefios de comprension en los cuales cada estudiante sea participe de la
construccion de su propio conocimiento haciéndolo visible. Por otra parte, la evaluacion en el
marco de la EpC implica un proceso continuo de permanente verificacion, lo que permite realizar
ajustes y replantear los desempefios cuando es necesario, para la consecucion de las metas de

comprension.

Otro aspecto que justifica el uso del marco en este proyecto, esta asociado con las
dimensiones de la comprension. EI marco aborda cuatro aspectos centrales que guian el disefio de
las metas y los desempefios de la comprension el contenido, el proposito, el método y la
comunicacion. Es en esta Gltima dimension que el marco de la EpC permite una reflexion sobre

los desempefios que permiten potenciar la accion comunicativa en el aula de matematicas.
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Metodologia

La Investigacion Cualitativa

La investigacion en el aula permite conocer y transformar las dinamicas de la clase. Existen
muchos factores que inciden en la intencion de indagar sobre alguna situacion particular del aula,
solamente el hecho de que el trabajo a realizar sea con personas, ya implica que no seré posible
minimizar los ruidos que en otras circunstancias podrian aislarse o controlarse, y que existen
factores no medibles como son: la motivacion, los valores, prejuicios, concepciones, gustos y
pensamientos de los estudiantes, que afectaran los resultados de la misma, por esta razon se hace

necesario utilizar la metodologia de la investigacion cualitativa.

Segun Mejia Navarrete (2013), “la investigacion cualitativa es el procedimiento metodolédgico
que utiliza palabras, textos, discursos y dibujos para comprender la vida social por medio de
significados y desde una perspectiva, pues se trata de entender el conjunto de cualidades
interrelacionadas que caracterizan a un determinado fenémeno” (p.28). EI mismo autor sugiere
tres tipos de investigacion cualitativa: interpretativa; analiza fendmenos de tipo social,
etnogréfica; que describe escenarios 0 comunidades con caracteristicas muy particulares, y
mediante historias de vida; para analizar personas concretas. Se deduce, entonces, que la

investigacion cualitativa mas adecuada para el estudio a realizar es la interpretativa.

Alcance Interpretativo Interventivo

El objeto de la investigacidn, en primera instancia es interpretar comprensivamente los tipos
de lenguaje que se utilizan en el aula de matematicas, y desde esta accion, intervenir el proceso
de ensefianza-aprendizaje, utilizando una estrategia en busca de fortalecer la competencia

comunicativa de los estudiantes.

Sin lugar a dudas uno de los resultados de la investigacion sera el cambio de comportamiento

de la docente investigadora, ya que como lo muestran diversos estudios (D”Amore, Fandifio
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Pinilla, 2004; Campolucci, Fandifio Pinilla, Maori, Sharagli, 2006) citados por Fandifio (2010), el
docente investigador se vuelve més critico, atento y menos confiado en las teorias propuestas por
quienes él considera expertos. Ademas, asume una postura mas creativa y propositiva frente a las
propuestas pedagogicas que planea, ya que, al evidenciar ciertos resultados, no le sera posible

obviarlos.

Disefio Investigacion Accion

El proceso de investigacion- accion consta de tres momentos estrechamente relacionados.
Lewin (1948), citado por Parra (2002) dice: “el proceso de investigacion — accion esté constituido
por tres etapas o momentos: la planificacion, la ejecucion y la observacion o evaluacion” (p.
116). En la planificacion se hace una reflexion sobre la situacion o la pregunta de investigacion
teniendo en cuenta todos los registros utilizados y se elabora un plan de accién. En la ejecucion
se pone en marcha el plan de accién que pretende mejorar la situacion inicial. La observacion y
la evaluacion permiten identificar los aciertos y dificultades tanto del plan de accion como de la
planificacion, para realizar los correctivos pertinentes. La relacion entre estas tres etapas las
explica Parra (2002):

La planificacion se va modificando durante la accion, y la accion, a su vez, es guiada por
la planificacion de un modo flexible que se acomoda tanto a los objetivos generales como
a las contingencias e imprevistos propios de todo proceso social. El elemento que hace

posible esta interrelacion es la evaluacion permanente. (p. 117).

Teniendo en cuenta que el proceso de la investigacion propuesta obedece a una serie de pasos
continuos en espiral donde se parte de un diagndstico, luego se realiza una propuesta de cambio
que se implementa y evalla para realizar un nuevo diagnéstico, dando origen a otro ciclo. En
concordancia con lo explicado por Parra esta investigacion se enmarca en el disefio de

investigacion accion.

Poblacion
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La poblacién objeto de esta investigacion son los estudiantes de grado sexto (2015) — séptimo
(2016), del colegio Villa Amalia I.E.D. Los estudiantes que ingresan al bachillerato, en su
mayoria son estudiantes de la institucion que se encontraban en la jornada de la mafiana, con el
acompariamiento de alrededor de cuatro maestros en las diferentes areas del conocimiento y
deben enfrentarse al cambio de jornada, al trabajo con méas de ocho maestros en las diferentes
asignaturas y a dejar de ser los mayores de su jornada, para ser los mas jovenes. Tienen edades
que oscilan entre los 10 y 14 afios. Los mas jovenes tienden a ser muy activos, les gustan los
retos, la competencia y son curiosos. Los mayores, por el contrario, son timidos, con poca

responsabilidad y desmotivados.

En las pruebas escritas se evidencia que a los estudiantes se les dificulta leer
comprensivamente las instrucciones y los enunciados de las preguntas, lo cual es una queja
constante de los maestros del ciclo. También estan acostumbrados a que se les debe repetir una

instruccion varias veces antes de acatarla.

Aunque la formalizacién de los conceptos matematicos, las generalizaciones y la abstraccion
son mas faciles de asimilar cuando los estudiantes llegan al grado octavo, por su edad mental y
los conceptos previos que deben manejar en ese nivel, es muy importante aprovechar las
caracteristicas de motivacion, participacion y creatividad de los nifios de grado sexto, para ir
desarrollando los pensamientos matematicos en ellos. En esta medida, los primeros beneficiarios
son los estudiantes que hacen parte de la propuesta a desarrollar, y a mediano plazo debe
evidenciarse un cambio positivo en la competencia comunicativa, de los estudiantes de

bachillerato.

De acuerdo al ICFES, (2014) los estudiantes que se encuentran en el nivel minimo (rango
(265 — 330)), frente a la competencia de comunicacion, representacion y modelacion tienen la
capacidad de:

= Establecer relaciones de orden e identificar algunas propiedades de los niUmeros

naturales.

= Expresar simbdlicamente algunas operaciones a partir de un enunciado grafico o

verbal.
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= Reconocer y utilizar el plano cartesiano.
= Asociar referencias de objetos reales a medidas convencionales.
= Identificar atributos medibles de figuras u objetos.

= Organizar y clasificar informacion estadistica.

Instrumentos

Los instrumentos para la recoleccion de datos, que se utilizaron son:

Diario de campo. Es una herramienta que permite describir lo que ocurre en el aula, desde el

punto de vista de la docente investigadora. Su riqueza radica en la interpretacion objetiva que se
haga al analizar la informacidn recolectada por ese medio. Segun Porlan (1987), citado por Prieto
(2003) el diario es "una herramienta para la reflexion significativa y vivencial de los ensefiantes",
ademas €l indica que el diario debe favorecer la descripcion de sucesos, detectar posibles
falencias y acumular informacion histérica. En el caso de la investigadora manejo un cuaderno
con tres regiones. Para orientarse cada una de ellas tenia un propdsito; en la primera escribia “lo
que quiero, lo que espero”, refiriéndose al objetivo, en la segunda “lo que paso, lo que vi, lo que
percibi” donde registraba sus observaciones, interrogantes o reflexiones. La tercera “lo sustenta”
para buscar un referente tedrico que aterrizara o avalara sus observaciones. Sus reflexiones no
ocurrieron solo en espacios de clase, también se generaron en dialogos con otros docentes, en las

reuniones de area, en las asesorias 0 en otros espacios, no siempre académicos.

Registro de observacion. Soportado en material fotografico, video-grafico y/o auditivo. La

organizacion de este registro se hizo clasificando las fotos, videos y grabaciones de audio en tres
grupos; acorde a las etapas de intervencion. Posteriormente se etiquetd cada registro con un
nombre que permitiera identificar si era una imagen, un video o un audio y la etapa
correspondiente. Luego se disefié una matriz que incluia tanto las categorias como las
subcategorias y se fue afiadiendo cada registro en la columna o columnas correspondientes con
una breve descripcion realizada por la docente investigadora. El analisis detallado de esta matriz

permitid evidenciar los avances durante toda la investigacion, asi como hacer una reflexion méas
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detallada de los hallazgos de cada etapa. Es necesario aclarar que durante el proceso de
implementacidén se analizaron algunos de estos registros para hacer la evaluacion de lo que estaba
ocurriendo en el aula, es decir, la revision de este material, se fue haciendo durante todo el

proceso de la investigacion.

Trabajos de los estudiantes. Todos aquellos que hicieron parte de las actividades que se
desarrollaron dentro de la estrategia planteada, incluyendo evaluaciones, talleres, guias, juegos y

apuntes.

Categorias de Anélisis

Se establecieron dos categorias de analisis; la primera relacionada con los procesos
comunicativos de la docente para identificar los tipos de lenguaje que utilizaba en el aula y la
finalidad con que lo hacia. La segunda categoria relacionada con los procesos comunicativos de
los estudiantes para comunicarse entre ellos y con la docente. Ambas categorias se analizaron a
partir de cinco subcategorias que se refieren a los cinco tipos de lenguaje que se utilizan en el
aula, tanto por los estudiantes como por la docente para comunicarse. Esta informacion se ilustra

en la tabla 9.

Tabla 9. Categorias y Subcategorias de Analisis

Subcategorias

Categorias Lenguaje  Lenguaje  Lenguaje  Lenguaje  Lenguaje
Natural Simbdlico Grafico Iconico Gestual

Procesos comunicativos de la
docente dentro del aula de
matematicas

Procesos comunicativos del
estudiante, entre pares y con
la docente, en el aula de
matematicas

Plan de Accién
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Atendiendo a la metodologia de la Investigacion Accidn, se realizaron varios ciclos de

planeacion, intervencion, evaluacion y reflexion sobre la practica de la docente investigadora.

Para efectos de la estructuracion del trabajo de grado se inicia una fase formal de documentacion

teorica y practica en noviembre de 2015 con un ejercicio de intervencion intencionada y reflexiva

durante el primer semestre de 2016. En la tabla 10, se presenta el cronograma desarrollado.

Tabla 10. Plan de Accion de la Investigacion

2015 2016 2017
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Revision
Bibliografica
Diagnostico
Disefio de la

estrategia de
intervencion
Implementacion de
la estrategia
Evaluacién de la
estrategia

Entrega de
resultados escritos

Socializacion

Resultados Escritos

Al final de este trabajo se encuentra una exposicion escrita de las interpretaciones realizadas,

reflexionando sobre los hallazgos y dificultades, planteando nuevos interrogantes y sugiriendo

mejoras a la estrategia propuesta.

54



Propuesta de Intervencion

Las actividades propuestas tuvieron como objetivo comun el de desarrollar la competencia
comunicativa en el area de matematicas, usando como pretexto el tema de la clase. La
comunicacion en el aula involucré diferentes tipos de lenguaje y aungue en algunas ocasiones se

favorecio mas alguno de ellos, en el transcurso de las clases se desarrollaron la totalidad de estos.

Se tuvo en cuenta que cada estudiante tiene sus propias habilidades y se le facilita mas
expresarse de una u otra manera, por esta razon las actividades se centraron en diferentes formas
de comunicacion, pero todas contaron con momentos donde los estudiantes interactuaron entre

ellos y con la docente.

Por otra parte, teniendo en cuenta el disefio de la investigacion y la posibilidad de aplicar las
actividades en cuatro cursos distintos, en cada ocasion la docente iba haciendo ajustes para
subsanar errores o disminuir las dificultades que fuesen evidentes en las aplicaciones previas,

como es de esperarse algunos de esos cambios fueron favorables y otros no.

A continuacion, se presentan las actividades que se realizaron mencionando aciertos y
dificultades, ademas de sugerencias planteadas que surgen después de haber hecho la reflexion
sobre lo que ocurri6 en cada una de ellas. Las actividades se agruparon secuencialmente en las
realizadas en aritmética, las de geometria y las del calendario matematico para darle continuidad
a los temas, sin embargo, cabe anotar que entre el desarrollo de esas actividades hubo otros

momentos en la clase que no se explicitan.

Sistemas de numeracion (Actividad Previa).

Aunque el tema central a desarrollar en la presente investigacion gira entorno a los nimeros
enteros, previamente una tematica que se desarrolla son los sistemas de numeracion porque
permite a los estudiantes entender que las matematicas son el resultado de construcciones
humanas, ademas se espera que ellos comprendan la estructura del sistema de numeracion

decimal y valoren su eficiencia.
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Con el fin de introducir y reforzar el capitulo de sistemas de numeracion, en el primer
semestre del 2015 se realiz6 la lectura del libro “Viaje al Pais de los Ntimeros” del autor francés
Benoit Rittaud, en las horas de clase. De manera paralela se trabajé en torno al documental “La
historia del 1” de History Channel, discutiendo sobre las caracteristicas de diversos sistemas de
numeracion de acuerdo a las culturas que los desarrollaron. Al realizar estas actividades los
estudiantes se mostraron interesados por encontrarse inmersos en un contexto donde se les narran
historias y se les brinda informacion que resulta novedosa. De esta manera, se busca una
aproximacion a la lectura de textos relacionados con matematicas y a otras formas de lenguaje
que generalmente no son propias del aula. Sin embargo, la planeacién de las preguntas y las
actividades a desarrollar a partir de la lectura y del video no estan direccionadas a propiciar un

dialogo y contrastacion de ideas al interior del aula.

En otra oportunidad, la docente investigadora desarrollé una actividad posterior a la
ensefianza de diversos sistemas de numeracion en la que se les invit6 a los estudiantes a crear su
propio sistema de numeracién en una cultura imaginaria. Sin embargo, los estudiantes recrearon
las culturas que ya conocian haciendo sutiles cambios a la representacion de los simbolos, es
decir, se limitaron a copiar las caracteristicas de éstas en lugar de crear unas nuevas. La reflexion
sobre la implementacion de la actividad lleva a la docente investigadora a proponer que esta sea
introductoria. Se les propondra a los estudiantes organizarse en grupos y crear culturas
imaginarias definiendo con rasgos muy generales el lugar geogréfico donde se ubican, su
economia, sus creencias, organizacion social y sistema de numeracién. Debe aclararse que
ninguna cultura tiene comunicacién con otra y que el sistema de numeracién no debe usar los
simbolos que ellos conocen tanto del sistema decimal como del sistema de numeracion romano.
Posteriormente cada grupo expondra su cultura con sus caracteristicas y se buscaran puntos de
encuentro entre las propuestas, para luego relacionarlos con las culturas que existieron realmente

y los sistemas de numeracion que ellas desarrollaron.
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Los nameros en contexto. (Lenguaje natural)

La comprension del concepto de nimero relativo es fundamental para acercarse al conjunto
de los numeros enteros. Es importante que los estudiantes comprendan que el mismo nimero
tiene un significado diferente, dependiendo del contexto en el que se ubique, para esto se realizan
preguntas como ¢Es el 8 un nimero grande? ¢Para qué utilizas los nimeros? ¢5 minutos es poco
tiempo? Los estudiantes responden argumentando sus ideas hasta que concluyen que las
respuestas dependen del contexto en que se ubiquen los nimeros. Luego de la evaluacion del
resultado de la actividad, surge la necesidad de hacer explicita la importancia del contexto en la
interpretacion de los simbolos numéricos lo cual debe constituirse en una meta de comprension

que guie el desarrollo de la unidad de clase.

Posteriormente se les pregunta como pueden diferenciar una cantidad que “tienen” de una que
“deben”. Ellos sugieren ubicarlos en casillas similares a las utilizadas en contabilidad con una
columna para el “debe” y otra para el “haber”, eso ocurre porque ellos ven Contabilidad en las
asignaturas de su grado. También sugieren restar los dos valores para saber cuanto les queda, o
utilizar dos colores diferentes; con un poco de ayuda se acordara utilizar los signos “+”y “-”. En
este momento se sugiere contar la historia de la tinta roja, el uso de los dos colores para

identificar las cargas positivas de las negativas, y el origen de la expresion “saldo en rojo”.

Luego se les pide que expresen situaciones en que los nimeros representen cantidades
positivas 0 negativas. Aunque hay casos de estudiantes que asocian el signo — con una situacion
que para ellos resulta negativa, por ejemplo un estudiante del curso 602 escribi6: “Mi amigo
queria venir a mi casa y no pudo porque no tenia para el pasaje” (Figura 10), esta situacion se
resuelve rapidamente porque la mayoria de los estudiantes argumentan con claridad y brindan
ejemplos del uso de los nimeros en diversos contextos, ademas de asociar las cantidades
positivas y negativas a situaciones en las que se involucran temperaturas, pérdidas y ganancias,
pisos en un edificio con sotanos, desplazamientos horizontales y verticales en un plano,

ubicaciones en, sobre y bajo el nivel del mar.
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Figura 10. Registro de actividad de los nimeros en contexto.

Ordenando los enteros. (Lenguaje gréafico)

Inicialmente, por grupos de estudiantes se les asigna la tarea de consultar cuantos metros
pueden sumergirse algunos animales acuaticos, como la tortuga, el tiburén blanco, un calamar, la
ballena azul, también puede incluirse un buzo y un submarino militar. Después se recogera la

informacion en el tablero y se pedira a los estudiantes que representen la informacion recolectada.

En esta actividad se evidenci6 que siendo la instruccion “Hagan un dibujo donde representen
la informacién del tablero” algunos estudiantes se esmeraron en realizar dibujos con mucho
detalle, pero dejaron de lado la informacion matematica. Por esta razon se sugiere que el maestro
sea cuidadoso al expresar sus expectativas frente a lo que desea que hagan sus estudiantes. En
esta etapa también se evidencia que los estudiantes que consideran la informacion matematica
organizan intuitivamente los nimeros verticalmente, aunque sin considerar alguin tipo de escala.

En la figura 11 se ilustran estas situaciones.
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Figura 11. Algunos estudiantes realizan el dibujo sin tener en cuenta la informacion matematica mientras
gue otros estudiantes la tienen en cuenta.
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Esta actividad se ligd con el siguiente ejercicio: “Un pez volador puede saltar hasta 2 m fuera
de la superficie para cazar a su presa. Uno de estos peces esta 30 cm bajo la superficie y atrapa un
saltamontes que se encuentra a 70 cm del suelo. Representa la situacion. ;Cuanto salto el pez?”
Al revisar las respuestas de los estudiantes se evidencian varios aspectos que el docente debe

considerar al proponer este tipo de actividades.

Frente a la pregunta y considerando el tema que se desarroll6 es evidente que se esperaba que
los estudiantes hallaran la distancia vertical, desde donde se encuentra el pez hasta el punto en
que se encuentra el saltamontes. Sin embargo, los estudiantes consideraron otra informacion y

dieron respuestas como estas:

= Salta 102 cm. En este caso sumo todos los numeros que encontro en el enunciado del

problema.
= Salta 120 cm. Es similar a la respuesta anterior, pero convierte 2 m en 20 cm.
= Salta 70 cm porque los 30 cm que esta bajo el agua son de impulso.

= Salta 2 m; 1 m subiendo y 1 m bajando.

Con respecto a la representacion de la situacion, se observa que la mayoria de los estudiantes
comprenden que la trayectoria del pez debe ser un movimiento parabolico y no rectilineo.
Algunos asocian los 70 cm a la longitud de la rama, méas no a la distancia de esta con respecto al
suelo. También se percibe que algunos estudiantes ofrecen la respuesta esperada porque saben lo
que la docente desea como respuesta, sus respuestas responden mas a la organizacion de la
informacién numérica suministrada en el enunciado con el objetivo de generar un nuevo dato que

a la comprensidn real de la situacion planteada (Figura 12).
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Figura 12. Respuestas de los estudiantes considerando informacion no explicita

Teniendo en cuenta las situaciones presentadas y la riqueza de la informacién que ofrece el
dibujo, se sugiere que, en una aplicacion futura de esta actividad, se inicie con la consulta sobre
los peces voladores y otros animales que tengan ese comportamiento. Luego se pide que hagan
un dibujo donde ilustran la situacion en que el pez salta para cazar su alimento, pero sin darles
valores numéricos, entonces se seleccionan algunos para que los estudiantes expliquen lo que
representaron y porgué lo hicieron, incluyendo lineas punteadas, flechas, sombras y figuras o
simbolos adicionales. Es a partir de la informacion que ellos brindan que se orientan las

preguntas y luego si se incluye valores numéricos.

El ajuste propuesto a la actividad, busca una aproximacion al uso del lenguaje iconico como
posibilidad de abstraccidn e interpretacion de situaciones reales buscando un transito a la
generacion de esquemas con informacion relevante que permitan la matematizacion de la

situacion.

Juegos de Cartas. (Lenguaje natural)

Los docentes de matematicas suelen utilizar ejemplos de juegos donde un personaje o un
equipo pierden y ganan puntos en un torneo, para acercar a los estudiantes a la adicién de
numeros enteros. Sin embargo, resulta mucho mas valioso si los estudiantes son quienes juegan y
Ilevan sus propios registros dentro del juego, las cartas de poker son de gran ayuda. Con los

estudiantes se realizaron tres juegos que se explican a continuacién:
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Rojas y negras.

Participantes: 4 o 5 estudiantes

Reglas del juego: IR AT
. las ]
Las cartas negras suman puntos, las cartas rojas restan. =3,
Cada carta tiene un valor de acuerdo a su numero o :
SEmL &Y
figura asi: VIEE
e
El As vale por 1 T
) Lea
Del 2 al 10, valen por su nimero TS
J: Vale 11 Figura 13. Un estudiante explica el
juego de “Rojas y Negras”
Q: Vale 12
K: Vale 13

Cada jugador hace una tabla para llevar el registro del juego, donde estén los nombres de los

jugadores y el valor que obtienen por turnos.

Para iniciar cada jugador toma una carta; empezara el que obtenga la de mayor valor, y la

ronda seguira por su derecha.

........

Juego: Se barajan las cartas y se 0 EME S ) o 8 B e

colocan boca abajo. El jugador que inicia

toma la primera carta y cada uno registra
los puntos que obtiene, luego hace lo Figura 14. Registro de puntos en el juego de “Rojas y Negras”
mismo el segundo jugador y asi sucesivamente. Al cabo de diez rondas se haréa la contabilidad de
los puntos. Posteriormente se define el orden en que los jugadores, ocupando el primer lugar

quien mas puntos obtenga. Después de esta actividad se solicita a los estudiantes que expliquen
como ocurrio el juego, la intencidn es que brinden detalles del proceso que hicieron para

registrar, hallar el total de puntos y encontrar al ganador. Sobre el registro de los puntos, algunos
utilizan un solo color y diferencian los valores usando los signos + y -. Otros usan ambos colores,

pero también incluyen los signos, como se observa en la Figura 14.
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Para hallar el total de puntos una estudiante explica “Con mi grupo decidimos sumar lo que
era de sumar y restar los nimeros negativos” Algunos estudiantes al hacer la sumatoria si
obtienen un resultado negativo lo omiten y colocan cero, al respecto otros Ilaman la atencion
argumentando que al final del juego alguien puede “quedar debiendo”; esta situacion se presentd
en los cuatro cursos. Ellos explican que, si en un momento obtienen una carta roja, en la siguiente
ronda pueden sacar una negra y “pagar” lo que “deben”, pero si sacan otra roja “deben mas”.

{ i
g

‘jﬁ"‘o“ e | "}7‘5}5? vgo - Gadl - Ordenar a los jugadores no les
—& 0 _ Tzt 1 1E7 RN

~resulta tan sencillo. Hay una idea

¥ PE ' generalizada de organizar los puntajes

=y , 5
T3 : : sin importar si los puntos son positivos
0 negativos, de menor a mayor. Pero
-

Figura 15. Ordenan los nimeros por su valor absoluto
un grupo de estudiantes sugiere que es “mejor no deber” o

“deber pocos puntos”. Con un poco de orientacion se acuerda que, si al final hay estudiantes con

puntos negativos, al ordenarlos tiene un mejor resultado quien “deba” menos puntos.

Lo valioso de esta actividad se encuentra precisamente en el momento en que los estudiantes
narran el proceso que realizaron desde el registro hasta la organizacion de los puntajes finales
porque permite acercarlos rapidamente a la adicion de los nimeros enteros y disminuir algunos
obstaculos epistemoldgicos asociados a su ensefianza. En esta etapa de la reflexion, la docente
investigadora muestra en el ejercicio de su practica una intencién de propiciar el uso de diferentes

registros para que sus estudiantes expresen las ideas matematicas asociadas al juego.

Juego de los Trios.

El objetivo del juego es hacer trios de numero o figuras antes que los demas jugadores y

llegar primero a 300 puntos.

Participantes: 4 o 5 estudiantes

Reglas del juego:
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Las cartas de nimero valen por su nimero. |

A VI
Las cartas de figura valen 10. L oo by 4 tdor (48 0 ol
Cada jugador hace una tabla para llevar el registro del Ll 6 jupdoer tope ekt Vo Yol

\.\' Q

juego, donde estén los nombres de los jugadores y el

puntaje que obtienen por partida. L ko o o oolon 5 Y e o \&
Para iniciar cada jugador toma una carta; empezara el Tiiee 0 vo & Yoy 0O va 0
que obtenga la de mayor valor, y la ronda seguira por su i L
derecha. 4 e % o Yoo Qb A
doke Voo o cler 0y
bae o ke, '
Juego: El jugador que inicia baraja el mazo y le Figura 16. Un estudié?lt

. ; explica el “Juego de los Trios”
entrega a cada uno 3 cartas cerradas (boca abajo). El toma

una carta adicional y arroja abierta (boca arriba) una carta de su juego. El jugador a su derecha
puede tomar la carta abierta o la que esta encima de la baraja cerrada y luego debe arrojar una
carta de su juego abierta. El siguiente jugador hara lo mismo, y asi sucesivamente. Solo se puede
tomar la carta que esta encima, tanto de la baraja abierta como de la baraja cerrada, antes de que
un jugador tome una carta quien tiene el turno debe quedar con tres. Si el jugador lo considera
necesario puede desechar la carta que ha tomado, es decir, no siempre debe reemplazar el juego
que tiene. El jugador que obtenga un trio debera anunciar “me bajo” y mostrar sus cartas a los
demas compafieros para que verifiquen su juego. El jugador que se baje obtiene 100 puntos y los
demas perderan tantos puntos como sumen sus cartas. Los valores se registran en la tabla y se

reinicia el juego.

En esta actividad los estudiantes van realizando la suma cada vez que termina la ronda y
comienzan a pensar estrategias para ganarle a sus comparieros, ademas comienzan a predecir
resultados.

El juego del 31

El objetivo del juego es conseguir 31 puntos con tres cartas antes que los demas jugadores y

Ilegar primero a 300 puntos.
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Participantes: 4 o 5 estudiantes

Reglas del juego:

Las cartas de niUmero valen por su numero.
Las cartas J, Q y K valen 10.

El As vale por 1 o por 11

Cada jugador hace una tabla para llevar el registro del juego, donde estén los nombres de los

jugadores y el puntaje que obtienen por partida.

Para iniciar cada jugador toma una carta; empezara el que obtenga la de mayor valor, y la

ronda seguira por su derecha.

Juego: EI jugador que inicia baraja el B yeo0 ol 24 se ddebr de aue
mazo y le entrega a cada uno 3 cartas ur ugodor de! GO epirle 2 corvn o
cerradas (boca abajo). El toma una carta “’d‘:\ %0 ol priwer0 en Ngogg o 34

. . . e e ¢ o o i
adicional y arroja abierta (boca arriba) una ¥ S urss. Y foda

) ) @0 5 o Ny \0_‘,0 R\ amay  podio ad
carta de su juego. El jugador a su derecha % delo i de Ve hur gl |
o 1o - bﬂv \'l‘\\') ey o0 35
puede tomar la carta abierta o la que esta bl ee - den
encima de la baraja cerrada y luego debe Figura 17. Explicacién de “El juego del 31” por un
estudiante.

arrojar una carta de su juego abierta. El

siguiente jugador hara lo mismo, y asi sucesivamente. Solo se puede tomar la carta que esta
encima, tanto de la baraja abierta como de la baraja cerrada, antes de que un jugador tome una
carta quien tiene el turno debe quedar con tres. Si el jugador lo considera necesario puede

desechar la carta que ha tomado, es decir, no siempre debe reemplazar el juego que tiene.

El jugador que tenga 31 puntos o0 un puntaje cercano anunciara “me bajo”, los demas
jugadores tienen una ronda adicional antes de que todos muestren sus cartas. Ganara quien tenga
el mayor puntaje cercano a 31, sin pasarse, ese jugador obtiene 100 puntos y los demas perderan
tantos puntos como sumen sus cartas. En caso de que dos o mas jugadores empaten con el mayor
puntaje los 100 puntos se repartiran equitativamente entre los ganadores. Los valores se registran

en la tabla y se reinicia el juego. Este juego presenta una mayor dificultad para los estudiantes
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quienes deben desarrollar estrategias mas elaboradas para ganarle a sus compafieros, que en el

juego de trios.

Después de haber realizado los tres juegos se les pide a los estudiantes que le escriban una
carta a un comparfiero que no asistio a clases, contandole lo que ocurrié en esas sesiones,
incluyendo la explicacion de los juegos. (Figuras 13, 16, 17 y 18). Luego se les pide a algunos

estudiantes que lean sus cartas.

’ - - -, i javemy L [ 1 ]2 7 s BB &
Los demés estudiantes complementan la informacion de las e - ,
, . i i {ola rra SPRBIIRY: ot
cartas leidas; mencionan detalles que quedaron pendientes, hacen b qe emcheda B i
correcciones, hablan sobre las estrategias particulares que s |

trabajaron en sus grupos, analizan la dificultad y el azar presente W

en cada juego. En general esta actividad resulta muy motivante

D)., t‘am:);' A
para los estudiantes y les permite comunicar su experiencia. Ya oz, T s 8
Lo

que su lenguaje natural escrito es muy precario sus explicaciones 4

son demasiado generales, en ocasiones recurren a ejemplos para > 31, Thena ol
X “**‘“.qu "
hacerse entender, pero a medida que se amplia la discusion Figura 18. Carta de un
estudiante explicando los

general los estudiantes van usando un lenguaje mas claro y son juegas

mas concretos.

Ademas de los juegos, luego se pueden hacer actividades como organizar de menor a mayor
un grupo de cartas, teniendo en cuenta el valor numérico y el color. Hacer preguntas como ¢En el
juego de rojas y negras, si Pedro lleva +10 puntos, que carta debe sacar para quedar en cero? ¢En
el juego de trios, con cudles cartas puedo tener -18 puntos? ¢ Es posible que un jugador inicie con
negativos en los juegos? Como sugerencia, el docente podria elegir un juego entre Trios y 31,
aunque este Ultimo es mas complejo, y en su lugar pedirles a los estudiantes que creen su propio
juego para obligarlos a crear las normas y explicarlas claramente. Ademas, seria interesante

analizar qué ideas surgen y cdmo las comunican.

Al finalizar este tema es necesario que el docente aclare que, aunque existen muchas formas

de organizar los elementos de un conjunto hay un acuerdo sobre la forma en que se ordenan los
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ndmeros enteros. Es este momento también es oportuno hablar sobre el “siguiente” y el “anterior”
de un numero entero. Lo anterior, invita a la docente a reflexionar acerca de la forma en que
realizard la “Institucionalizacion del conocimiento matematico” que emerge durante la actividad

y los acuerdos de notacion que guiaran el desarrollo de las clases en un futuro.

Uno de los aciertos en esta actividad es el incluir la produccion escrita en la actividad de los
juegos, al darle la oportunidad a los estudiantes de escribir sus procedimientos y estrategias,
emerge la necesidad de utilizar un lenguaje claro y preciso. De otra parte la escritura de la carta a
un compafiero facilito a la docente investigadora reconocer aspectos que conceptualmente ain no

eran claros para el grupo.

Carrera Matematica. (Lenguaje simbélico-mtematico) C .
arrera Meatematica

NECESITAS:
1Dadoazul y 1 Rojo. Una ficha para cada jugador (minimo 2, méximo 3).

Esta actividad es por parejas e inicia en un tablero Illamado

INSTRUCCIO!
P: 1 jugador selecciona su ficha y lanzard un dado. Inician segén el puntaje,

“Carrera Matematica” (Figura 19); es una ruta que va de -29 a

+29, los estudiantes se desplazan desde el cero con el

lanzamiento de dos dados; uno de ellos de color azul con el

cual se mueven hacia +29 y el otro de color rojo que indica el

movimiento hacia -29. En cada lanzamiento debe lanzar ambos

dados y gana quien llegue primero a uno de los dos extremos.

Al terminar el juego cada estudiante responde las siguientes

3

que (R) se refiere al dado rojo y (A) al azul: Figura 19. Tablero de “Carrera
Matematica”

0
iy,
<20

preguntas, discutiéndolas con su compariero de juego. Se aclara

1. ¢Cuanto recorres en cada uno de los siguientes lanzamientos, y hacia donde te mueves
hacia el +29 o hacia el -29?
a. 5(R)y3(A)
b. 6(R)y2(A)
c. 4R)y1(A)
d. 2(R)y3(A)
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2. ¢Qué ocurre si obtienes el mismo puntaje en ambos dados? ¢Por qué?
3. ¢Que puntajes debes obtener para desplazarte 3 casillas hacia el +29?
4. ¢Que puntajes debes obtener para desplazarte 4 casillas hacia el -29?
Maria sugiere realizar el juego nuevamente, pero utilizando 2 dados rojos y uno azul. Ella
esta convencida de que asi solo se movera hacia el -29 y nunca hacia +29. Jorge piensa que Maria
estd equivocada, porque incluso es posible que en algin lanzamiento no pueda mover su ficha.

Veamos quién tiene razon, ayudémosles respondiendo las siguientes preguntas:

1. ¢Cuénto recorres en cada uno de los siguientes lanzamientos, y hacia donde? (+29 o -
29)?

5(R), 2(R) y 3(A)

3(R), 4(R) y 6(A)

1(R), 1(R) y 4(A)

2(R), 2(R) y 5(A)

¢ Qué ocurre si obtienes el mismo puntaje en todos los dados? ¢Por qué?

T @

¢ Qué puntajes debes obtener para desplazarte 3 casillas hacia el +29?
¢Qué puntajes debes obtener para desplazarte 4 casillas hacia el -29?

¢ Qué puntajes debes obtener para no moverte?

© o k~ w N a o

¢Quién tiene razon? ;Por qué?

Al socializar las respuestas con todos los estudiantes rapidamente transforman 5(R) a -5. En
la pregunta 5a, por ejemplo, hacen el siguiente procedimiento -5-2+3 = -4. Esta actividad resultd
ser muy oportuna para formalizar el lenguaje matematico ya que la docente escribia en el tablero
5+ (-2) +3 = -4 y los estudiantes asimilaron rapidamente lo que significa. Finalmente, esto

permite formalizar el proceso de adicion.
A esta altura se evidencia como la docente investigadora pone especial atencion a las

preguntas que desarrollara durante la actividad, buscando una participacion mayor del grupo e

invitando a los estudiantes a utilizar un lenguaje mas formal en sus intervenciones.
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Mensajes Ocultos. (Lenguajes simbolico-matematico y natural)

En esta actividad la docente inicia haciendo un listado de adiciones de nimeros enteros, luego
les indica a los estudiantes que cada suma le corresponde una letra; asi que ellos deben
reemplazar las sumas por letras y hallar el mensaje oculto. Este es el ejercicio y la figura 20

muestra su solucién (Figura 20):

A | D U S
-8 -7 -6 -3 0
(-3)+7=4;C
15+ (-18)=-3; U
(-9 +(-9)=-7;1
1+(-7)=-6;D
(-3)+ (-5 =-8; A
21+ (-16) =5;T
7+(-10)=-3;U
20+ (-20)=0; S
(-10) +2=-8; A
(-14)+1=-13;L
6+(-9)=-3,U Figura 20. Registro de la
4+(-10)=-6; D Actividad ""El mensaje oculto™

Luego se les pide a los estudiantes que por parejas escriban un mensaje oculto, construyan
las adiciones, verifiquen que esté correcto y después lo intercambien con otra pareja. Antes de
intercambiarlo la docente verificaba el mensaje, si habia un error los estudiantes caian en cuenta
de lo que habia ocurrido, sin embargo, al permitir que se intercambiaran los mensajes sin haber
sido corregidos por la docente fue mas valioso porque establecian discusiones entre los emisores

y los receptores para hallar el error.

En el transcurso de la actividad se hace necesario unificar el codigo de las letras con numeros,

entonces se establece el siguiente:
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A B C D E F G H | J
-13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4
K L M N N 0 P Q R S
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
T U Vv W X Y z

7 8 9 10 11 12 13

También se evidencia que los estudiantes tienden a asociar una operacion con una letra,
entonces la usan cada vez que la requieren, asi que hay que dejar claro explicitamente que deben
utilizarse diferentes operaciones aun cuando el resultado sea el mismo. Asimismo, construyen
mensajes procurando que no haya letras repetidas para no tener que pensar dos operaciones

distintas que tengan el mismo resultado.

Por otra parte, el ejemplo que la docente utilizo6 los invitd a escribir mensajes muy similares

“Cuida el agua”, “Cuida el medio ambiente” “Aliméntate

e

1CD S — 51
2 G e Jeg
SC&IFLE = —S
VSO kE s 19

e gnCTY = x|
w o1y =—2= &
>= -z A

bien”. Por lo que se sugiere que al realizar las actividades se

acuerden otros puntos, como la longitud del mensaje y el

tema, puede ser mas productivo si la idea es enviarle un

mensaje oculto a un amigo de la clase.

= -3 F
B > —a A
» 3 a 2
»1ie o 3
Inicialmente la actividad de escribir el mensaje oculto de > \ et
e e - ., . > | 3 &
manera individual se dejé como tarea, pero no fue exitoso = | =L
porque los estudiantes no hicieron la tarea ya sea por falta de : \ Sk
g , — | =
responsabilidad o porque no estaban seguros de lo que debian ] ,
hacer, por esto se sugiere que se elabore en clase y Figura 21. Un estudiante

. . ] construye su Mensaje Oculto
preferiblemente en parejas, ya que al trabajar con otra

persona aclaran inquietudes y son mas creativos. Cabe anotar que la reflexion en relacion con las
tareas propuestas para la casa es importante, pues no se debe excluir de la discusion al estudiante
que por algin motivo no realizo la actividad no presencial, el profesor debe anticipar este hecho y

buscar estrategias que le permitan vincular a los estudiantes que estan en dicha situacion.

Paseando por la recta real. (Lenguajes grafico y simbdlico-matematico)
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Los estudiantes se organizan en trios y deben construir una recta numérica en el patio de

descanso, con ayuda de tizas de colores. Ellos realizaran los desplazamientos indicados en cada

operacion para averiguar en qué punto quedan.

Antes de iniciar el desplazamiento se acuerda que siempre se ubican en el cero mirando hacia

la parte positiva. El signo — que se refiere el nimero negativo indica que el movimiento es de

espalda (retrocede; como la reversa de los carros). El signo — de la operacion indica que debe

hacer un giro de 180°

La docente da un par de ejemplos; lo hace desplazandose fisicamente, sus movimientos se

ilustran en la tabla 11

Tabla 11. Ejemplo de movimiento en la actividad “Paseando por la Recta Real”

Paso a paso Movimiento
(-3)-5= Se ubica en una recta, inicia en cero, mirando hacia la parte positiva.
(-3)-5= Retrocede tres (aun mira hacia la parte positiva)
(-3)-5= Gira 180° (queda mirando hacia la parte negativa)
(-3)-5= Avanza 5 (mirando hacia la parte negativa)
(-3)-5= ¢Donde queda?
(-3)-5=-8 Resultado
(-2)—(-7)= Se ubica en una recta, inicia en cero, mirando hacia la parte positiva.
(-2)-(-71)= Retrocede dos (aun mira hacia la parte positiva)
(-2) - (-7) = Gira 180° (queda mirando hacia la parte negativa)
(-2)-(-7)= Retrocede 7 (aun mira hacia la parte negativa)
(-2)-(-7) = ¢Dénde queda?
(-2) - (-7)=+5  Resultado
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Después les asigna una lista de sustracciones que deben representar por turnos en las rectas
que ellos han dibujado, buscando incluir todas las posibles variaciones de la sustraccion:8 -3, 7-4,
9-0, 0-5, (-3) - (-7), (-8) - (-1), -6 - (-6). A la vez van llenando una tabla que fue modificada para
que asimilaran lo que iba ocurriendo. En el ejemplo de la docente se llenaria como se muestra en
la tabla 12.

Tabla 12. Registro de los movimientos en “Paseando por la Recta Real”

Operacion Movimiento Inicial Giro Movimiento Final Queda en
(-3)-5= -3 - 5 -8
(-2)-(-7) = -2 - -7 +5

La actividad fue ajustandose varias veces; inicialmente la

mEEamEN, YEEEEE

docente habia sugerido utilizar tres colores para distinguir la parte : '727" 0“;:;“_':
positiva, negativa y neutra de la recta, pero queda claro que no es R i f“—\*
algo necesario cuando los estudiantes representan la recta con un oA
solo color diferenciando correctamente cada parte. También s |
ayudados por algunos espacios del colegio no dibujan una recta real, T
sino que utilizan baldosas para ubicar los nimeros, entonces lo BEAFS
importante es que conserven el orden de los nimeros y hayan
entendido las indicaciones. Es primordial que comprendan que el Figura 22. La parfé de

. L. representacion en la
“retroceder” es equivalente al movimiento de reversa de un carro, ya recta se omitié

que a veces para evitar caminar hacia atras giran y se confunden.

Al comienzo, en la tabla se sugiri6 que hicieran un grafico representando el desplazamiento
realizado, pero result6 ser complejo y no aportd positivamente a la intencién de la actividad, por
lo cual se omitio. En la figura 22 se muestra el intento de una estudiante de hacer esta

representacion.

Después de realizar la actividad se hizo la correccion en el salon. Esta vez se hizo la recta en
el tablero y el desplazamiento se hacia con ayuda de un mufieco. De esta manera los estudiantes

que aun tenian dificultan para entender lo que ocurria pudieron asimilarlo. Esta actividad podria
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haberse realizado desde el principio con ayuda de un carro de juguete; los estudiantes

comprenden mejor cuando observan el movimiento que cuando hacen parte directa de él.

La lectura del ejercicio a realizar la hacia de un estudiante a otro, lo que buscaba la

comprension del lenguaje matematico a través de la lectura en voz alta.

Hay estudiantes que vienen de otras instituciones y han aprendido a realiza operaciones entre
enteros utilizando la conocida “Ley de signos”, uno de ellos esta realizando la operacion -4-(-10)
y sin reflexionar concluye que es 14. Al preguntarle el porqué, su afirmacion es que “si los dos
signos son iguales, da el otro signo”. Al pedirle que haga el desplazamiento con ayuda del
mufieco se da cuenta de que algo esta mal, pero no comprende por qué no funciond. Esto es
positivo porque permite cuestionar su conocimiento previo y ayudarle a comprender los procesos

matematicos mas alla de la mera aplicacion de formulas mégicas.

El proceso a seguir es que se les pide a los
estudiantes que realicen un listado de operaciones
intercalando adiciones y sustracciones equivalentes,
como 5+(-7) y 5-7 o (-8)-(-10) y (-8)+10 y se

socializan las respuestas en el tablero como se ilustra

Figura 24. Ejercicios propuestos en !
la adicién para generalizar. en la figura 23, con esto se busca que los

estudiantes concluyan que “restar un nimero es equivalente a sumar su opuesto” e intentar que
ellos formalicen la conclusion utilizando lenguaje

simbdlico apropiado, la docente lo escribe en el tablero

como se muestra en la figura 24. Al finalizar la accién no

es posible que todos los estudiantes alcancen el nivel de

Figura 23. Uso de lenguaje

uso de lenguaje esperado. Sin embargo, quienes no lo simbélico matematico.

lograron evidencian una mejor aproximacion al concepto.
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Multiplicacion: “La adicion repetitiva.” (Lenguaje simbdlico-matematico)

La multiplicacion a x b, siendo a y b nimeros enteros, se define como la suma de b, a veces.
Partiendo de este hecho, la profesora da un ejemplo:

4 x 5 es sumar 5, 4 veces, entonces, 4 x5=5+5

+5+5=20. B . -45
3+ = bbb
A6k (8) = 48 = (-6)(-3)

Luego los estudiantes hacen varios ejemplos BRCO) <y - -6
similares. En este punto no hay inconveniente, ya 9 9 x(3):-23 - 9(3)
que ellos manejan la multiplicacién en los numeros £ 10) A (-2)= 20
naturales. Luego se les pide que hagan ejercicios ‘3‘ Bii=n) s/ = 5?
‘\,) 6:‘(_ ") -0

donde el segundo factor es negativo. Como el

siguiente: Figura 25. La docente muestra diferentes
formas de expresar la multiplicacion.
4 x (-5) es sumar -5, 4 veces, entonces,

4 X (-5) = (-5) + (-5) + (-5) + (-5) = -20.

Algunos estudiantes hacen el ejercicio de la siguiente manera:
2 X (-4) es sumar 2 veces (-4), entonces, 2 x (-4) = -4-4 = -8. Entonces otros discuten que no
es la forma correcta; lo correcto es decir (-4) + (-4), aunque el resultado sea igual. Esta situacion

permite retomar el concepto de la adicién en los Z.

Posteriormente se les pide hallar productos donde el primer factor es negativo y explicar el
proceso. Los estudiantes dudan porque no tiene sentido hablar de un nimero negativo de veces,
pero un estudiante explica que si 2 x 8 =8 x 2, entonces “(-2) x 8 = 8 x (-2) y ya saben que 8 x (-
2) = (-2) +(-2) +(-2) +(-2) +(-2) +(-2) +(-2) +(-2) = -16". Al preguntarle si estd seguro de que en
los numeros enteros también funciona la propiedad conmutativa para la multiplicacién de
numeros enteros, él duda. Pero otros comparieros dicen que “debe funcionar porque los nimeros
negativos son opuestos de los naturales”. Este hecho se aprovecha para definir (-2) x 8, como “el
opuesto de sumar 8 dos veces”. Utilizando esta idea también se define el producto de dos

nameros negativos.
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La Divisién y las rutinas de pensamiento. (Lenguajes natural y simbdlico-matematico)

La ensefianza de este tema parte de aplicar una rutina de pensamiento basada en la rutina

Pensar — Separar - Compartir. Antes de iniciar se les

- - - B
pide a los estudiantes que reflexionen sobre la — I
importancia de escuchar y de respetar la palabra del
[s=—

compafriero. Luego se les pide observar en silencio o 193 «—

p g p 293 18 57905 15+5=3

. e 20 -
una imagen en la que hay dos divisiones, una QU3 i

40 N

realizada de la manera en que es por ellos conocida, y o3 15
otra con el procedimiento norteamericano. Una de las
diapositivas usadas se presenta en la figura 26. Figura 26. Diapositiva "Division

y las rutinas de pensamiento™

Después ellos se hacen por parejas y

x 24 L8 -24 é% comienzan a contarse lo que vieron; desde lo que
ORI~ 30 resulta evidente hasta lo que requiere un poco mas
29 =8 gt g

0 (VA o 3 de reflexion. Entonces se socializan todas las

respuestas pidiendo que no repitan lo que han

Figura 27. Andlisis de la relacién de los

signos en la division. mencionado, para obligarlos a estar atentos. En

esta fase ellos comienzan a hacer preguntas ¢Eso
también es una divisién? (Refiriéndose a la que no es conocida por ellos) ¢Por qué esta en
desorden? ¢ Por qué hay restas? Este momento se aprovecha para recordar los términos de la
division y el proceso para dividir, también se indaga sobre lo que ocurre cuando el divisor y el
dividendo tienen signos iguales y cuando tienen signos contrarios, esto se presenta en la figura
27.

Los estudiantes mencionan las divisiones exactas, en este contexto la docente hace preguntas
como ¢ Cuando el cociente es cero?, los estudiantes dan una respuesta y, sin afirmar que es
correcto o no, la docente aplica la rutina “;Qué te hace decir eso? Por ejemplo, a la pregunta
¢Cuando el cociente sera uno? Ellos dicen rapidamente que cuando el dividendo y el divisor sean

iguales, y esto lo argumentan con ejemplos. Entonces la docente pregunta ¢Cuando el cociente
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sera-1? Y ellos responden con rapidez que cuando el dividendo y el divisor sean negativos, pero
luego de unos ejemplos se dan cuenta de

que deben ser nUmeros opuestos.

HC-0. wado a=0 v
ERESESituando . a = b ~ Esta actividad ayud6 a utilizar
3 C--1 Cuancb a =-b : |
el dvisax y el dividendo son opuesics lenguaje matematico, la docente
:LD d=0 cuando a =nb ,nem 5 cada térmi |
N represent6 cada término con una letra
p\ a>0 wands a=+nb; nelN Y a>0 P
© d<0 cuado @ =*=nb ne N 4 a<O asi: a es el dividendo, b el divisor, c el
cociente y del residuo. La pregunta
¢ Cuando el cociente sera -1? La escribi6 ;Cuando c=- Figura 28. La docente involucra lenguaje

. simbolico matematico en la actividad
17 d =0? Y luego la respuesta c=-1 " d =0, si a=-b. El

registro de esta situacion se muestra en la figura 28.

Luego los motiva a hacer preguntas que organiza para que los estudiantes respondan
argumentando o contradiciendo utilizando ejemplos. Una pregunta se liga con la anterior, en las
divisiones inexactas ¢ Cuando c=-1?, algunos estudiantes notan que el dividendo y el divisor “son
consecutivos” “Estdn cerquita” “Pero no se pueden pasar, no puede caber més veces”, esta
situacion lleva a otra pregunta ¢ Cémo son el dividendo y el divisor cuando el residuo es cero?, a
lo que responden “El residuo es cero cuando el dividendo esta “en la tabla” del divisor” que luego
se transforma en “cuando el dividendo es multiplo del divisor”, entonces surge otra pregunta
¢Cuando el residuo es negativo?. La discusion de esas preguntas es tan valiosa como las
respuestas porque cada vez se va fortaleciendo el concepto de la division y el lenguaje

matematico.

En este episodio la docente investigadora incluye un nuevo elemento a su practica y es uso de
la rutina de pensamiento, encontrando que el tiempo individual de observacion es necesario para
que los estudiantes hagan una reflexion sobre lo que conocen. Las preguntas que surgen desde
sus observaciones favorecen el desarrollo del tema y la discusidn entre ellos. Es importante
brindar suficiente tiempo para cada paso de la rutina de tal manera que todos los estudiantes

tengan la oportunidad de ir avanzando en el objetivo propuesto para la actividad.
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La Calculadora en Potencia. (Lenguajes natural y simbdlico-matematico)

Al ensefiar la potenciacion, generalmente los docentes de matematicas explican la definicion
y luego hacen un listado de las propiedades, ilustrando con ejemplos su veracidad, o realizando

varios ejercicios similares hasta llegar a una generalizacion.

— . . .
E——‘ ) = Para que los estudiantes descubran que las potencias impares
_—; . 8 de nUmeros negativos son negativas se realizan varios ejercicios
practicos, y se repite este proceso con exponentes pares para que

ellos se den cuenta de que en este caso la potencia es positiva.

Figura 29. Los estudiantes Sin embargo, al hacer este tipo
de actividades el tiempo se proponen una hipétesis dilata mientras los estudiantes

realizan multiplicaciones cada vez mas largas, perdiendo de vista el objetivo principal de la clase
que es comprobar o descubrir propiedades de la potenciacion y no realizar multiplicaciones. Para
simplificar este proceso la calculadora puede ser una herramienta adecuada, especialmente el

modelo Casio Class Wiz cuyas caracteristicas técnicas permiten no solo agilizar los calculos sino
reforzar el uso adecuado del lenguaje matematico y evidenciar distintas formas de representacion

de un nmero.

La clase inicia recordando el concepto de “TEEN ] > |

e qvt 4.l base e negahion g gt

»’m\!e S wptr fa_polenera es ncw_ﬂé

Flgura 30. Hipotesis de una pareja de
estudiantes

potenciacién y sus términos y luego explicando cuéles

son las teclas de la calculadora que se utilizarian en la
actividad; este proceso fue muy sencillo porque el

teclado de la calculadora permite transcribir en la calculadora casi textualmente la simbologia
utilizada en el tablero. Asi, los estudiantes notan la importancia de utilizar los paréntesis para

representar la potencia de un nimero negativo, rapidamente.

Se aclara que la base a y el exponente n son nimeros enteros
y el objetivo es que cada estudiante proponga una propiedad

hipotéticamente, la cual se verificar, refutara o ajustara
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Figura 31. Uso de la
calculadora para verificar o
contradecir hipotesis.


https://www.google.com.co/search?safe=active&espv=2&biw=1391&bih=859&site=webhp&tbm=isch&q=calculadora+casio+class+swiss&spell=1&sa=X&ved=0ahUKEwjw2uiN27rOAhUjDsAKHfGeDI0QvwUIFygA

asignandole distintos valores (positivos, negativos, cero, impares, pares) a la base y al exponente.
Para ejemplificar lo que se espera, la docente escribe en el tablero “Yo creo que a' = a”. Los
estudiantes dan varios valores a a y confirman la veracidad de esa hipotesis. Luego ellos escriben
sus hipdtesis en parejas y las van ajustando de acuerdo a los resultados que observan cuando le

asignan valores a la base y al exponente, este proceso se registré en las figuras 29, 30 y 31.

Se socializan las hipdtesis acordadas por las parejas y el reto del grupo es encontrar valores
para refutarla. De esta manera se ajustan y se aceptan los hallazgos de los estudiantes como se
muestra en la figura 32, algunas de las propiedades
encontradas por los estudiantes son:

a’ = (-a)’
a">0paraa>0
1"=1

a">0sia<0ynespar

a"<0sia<0ynesimpar

a’=1 paraa+#0

a'=1/a, paraa#0

Figura 32. Se utiliza lenguaje
matemaético para generalizar los
hallazgos

0"=0, para n>0

Aprovechando que un estudiante expresa que 2 = 1/8, la docente propone hallar otros
valores con exponentes negativos y los escribe en el tablero como se ve en la figura 33. Luego les
pide que hallen los valores dejando la misma base y cambiando el exponente por su opuesto,
entonces les pregunta qué observan y de esta manera, ellos concluyen que: a" = 1/a™".

Cuando los estudiantes utilizan valores negativos para el
exponente pueden ver el resultado en la calculadora como un
numero decimal y también como una fraccion. Esta
equivalencia permitié mostrar la relacion que existe en ambas
representaciones del nimero. Ademas, se aprovecha la
circunstancia para que ellos noten que cuando el exponente es

Figura 33. Actividad con
exponentes negativos



positivo la potencia se hace inmensamente grande y cuando el exponente es negativo, esta se

aproxima a cero.

Sin embargo, las preguntas asociadas con exponentes negativos pueden ser anticipadas para
proponer actividades apoyadas con la calculadora como el cambio de registro de decimal a
fraccion buscando que sea el estudiante quien realmente infiera la propiedad. También seria
interesante complementar el “Yo creo que” con un “Yo creo que ... porque...”, de esta manera se

pueden identificar cambios conceptuales de los estudiantes en el transcurso de los ejercicios.

La experiencia fue gratificante tanto para los estudiantes como para la docente, ya que los
estudiantes formulan hipotesis, verifican, contradicen, generalizan, argumentan, proponen,
utilizan lenguaje matematico y aprenden mientras se divierten. Pero ademas se da un aprendizaje
significativo, lo cual fue evidente en la siguiente clase; cuando la docente explica otras
propiedades que no surgieron en la actividad anterior, estas son rapidamente asimiladas por los
estudiantes porque los ejercicios previos permiten hacer la validacion de las afirmaciones de

manera agil.

Finalmente, la intencién es aprovechar al maximo las posibilidades que ofrecen este tipo de

herramientas; lo importante no es la calculadora sino lo que se haga con ella.

¢ Cudl es la figura? (Lenguajes iconico y natural)

Los estudiantes conocen las clasificaciones de los triangulos segun sus lados y segun sus
angulos, asi como la clasificacion de los cuadrilateros porque se han ensefiado en sesiones
previas. Sobre estos poligonos la docente hace 15 fichas en las que solamente hay

representaciones icénicas de ellos. En cada ficha hay un tnico poligono, asi:

Cuadrado
Paralelogramo

Rectangulo

A w0np e

Rombo




Trapecio escaleno
Trapecio isosceles

Trapecio rectangulo Figura 34. El rol del
dibujante

Trapezoide asimétrico

© © N o O

Trapezoide simétrico

10. Tridngulo acutangulo isosceles
11. Tridngulo equilatero

12. Tridngulo obtusangulo escaleno

13. Tridngulo obtuséngulo isdsceles

14. Tridngulo rectdngulo escaleno
15. Triangulo rectangulo isosceles Figura 35. Actividad ¢Cual
es la figura?

En esta oportunidad los estudiantes se organizan en trios; cada participante tendra un rol, que
irdn rotando por turnos. Un estudiante sera el dibujante, su funcion es realizar la gréafica del
poligono en una hoja en blanco, siguiendo las indicaciones del lector (figura 34). Otro rol es
precisamente el del lector; quien recibe la figura y la describe sin decir qué es, para que el
dibujante la represente. El debe ubicarse de espaldas al dibujante para que no pueda interferir en
la representacion y el dibujante no puede hacer preguntas. El tercer rol es el del observador,
quién estara atento de lo que ocurre tomando nota de las frases que dice el lector, para luego
comparar con el dibujo. El no puede interferir de alguna manera; sélo puede observar. La

ubicacion delos estudiantes se muestra en la figura 35.

Al terminar una figura la comparan con lo que dibujaron y dijeron. Luego se les asigna una

nueva figura, pero deben cambiar los roles.

Esta fue una de las primeras actividades que realizo la docente investigadora y se evidencio
que, aunque los estudiantes conocian las figuras y sus nombres se les dificultaba describirlos,
entonces hacian trampa mostrando las figuras o diciendo su nombre. Ademas, utilizan términos
que no corresponden a la definicion que quieren dar. Para definir un rectangulo un estudiante
dice: “Tiene 4 lados; 3 cm a los lados y 4,5. Tiene angulos de 90°”. Otro dice “Dos paralelas y

dos horizontales”. Para definir un triangulo isosceles acutangulo un estudiante dice: “Tiene una
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rayita abajo. Tiene dos rectas. Tiene dos rayitas en las dos rectas. Es un triangulo. Es un triangulo
isdsceles tiene dos lados iguales y uno desigual”. Otro para describir un trapecio rectangulo

afirmd: “Tiene 4 lados de 90° y otro de mas o menos 75° y el otro también de 90°”

A partir de esta informacion la docente se hace consiente de la necesidad de retomar los
conceptos como: recta, paralela, grados, centimetros, lado, segmento, para aclarar dudas y

corregir errores conceptuales.

Esta actividad permite hacer un diagnéstico de la comprension de conceptos geométricos y
del lenguaje matematico que se utiliza en el aula. En otra oportunidad puede volver a utilizarse
para analizar el avance que han tenido los estudiantes en ese sentido. Ademas, es posible que los
estudiantes hicieran trampa por estar acostumbrados a ser evaluados por los resultados, pero si se
evalua analizando el procedimiento quizas sean mas cuidadosos en la forma en que se expresan;

en lo que dicen y hacen antes de llegar al resultado.

Cabe anotar también que se hace necesario proponer la reflexion sobre el uso de un lenguaje
matematico especifico para el desarrollo de esta actividad. Se propone para futuras
intervenciones, analizar con los estudiantes de manera explicita que inconvenientes se

presentaron al momento de intentar comunicar las ideas geométricas que implicaba la actividad.

Perimetro y area: construyendo conceptos. (Lenguajes natural e iconico)

La docente parte del hecho de que los estudiantes tienen un conocimiento previo sobre el
perimetro y el area de una figura, porque son tematicas que se abordan en cursos previos. Inicia la
actividad preguntandoles qué es perimetro. Un estudiante afirma: “Es la suma de los lados”
Entonces la profesora dibuja dos triangulos; uno grande y otro pequefio. Pregunta ¢ Tienen el
mismo perimetro? En coro “no”. Ella insiste: “Pero si el perimetro es la suma de los lados,
contemos -sefialando los lados- un lado maés otro lado, son dos lados y un lado mas, son tres
lados, seglin eso todos los triangulos tienen de perimetro tres lados”. Otro estudiante: “Se suma lo

que midan los lados™.
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La profesora les pregunta si s6lo tienen perimetro los poligonos. “Si” responden. ;Entonces
un circulo no tiene perimetro? — “Si, si tiene”, un estudiante dice que es “El borde” y otro corrige
pronto “Es lo que mide el borde”. La profesora dibuja una figura cerrada. “Supongamos que esto
es un lago, y nos piden cercarlo, ¢podemos hacerlo?, ;Cémo sabemos cuanto alambre
necesitaremos? Los estudiantes sugieren contar el nimero de pasos o llevar una cuerda e irlo

bordeando. Concluyen entonces que el perimetro es la medida del borde de una figura plana.

“LY si tuviéramos que medir su superficie, que podemos hacer?”, “Multiplicamos la base por
la altura”, responde una estudiante. — “; Puedes mostrarme la base y la atura en el tablero?” — otro

estudiante: “Lo cubrimos con plastico”.

Esta parte de la actividad podria tener mejores resultados si se les pide que inicialmente cada
uno escriba en su cuaderno lo que entiende por perimetro y area y luego lo discutieran en
pequefios grupos para posteriormente socializarlo, de esta manera se propicia mayor participacion
de los estudiantes. Otra sugerencia es la de iniciar colocando imagenes que ilustren areas y

perimetros y posteriormente hacer la pregunta sobre lo que entienden acerca del perimetro y el

area.
Después de socializar sus ideas al respecto, la profesora les L (G febde 4l Gl 115
[ bt Y
solicita calcar su mano en el cuaderno y les dice que deben Lt ] e [ apeue 2

o pget pluner

averiguar el perimetro y el &rea de la mano calcada (figura 36).
Unos usan cordones para bordear el perimetro, otros usan la regla 'y

—
—
—

van bordeando la figura, otros cuentan los cuadrados del borde (su  § .. ""%,3

a0 mimeh
I _}U'ycvlm&nw" e 2

it

cuaderno es cuadriculado), a estos ultimos se les muestra que los

i JAM 2E pedres
. . . gy ﬁ 1 ~SIED
segmentos no tienen la misma medida, utilizando una regla. Para LR REEE LN L P T

hallar el area cuentan los nimeros de cuadrados de la cuadricula, émt} EELEEE

6D

en esta oportunidad procuran completarlos para contarlos, tambien =" — e
Figura 36. Actividad area
usan monedas, tajalapices, borradores. Comparando los cuadernos y perimetro de la mano.
donde ven las diferentes unidades que utilizaron para medir el area, pueden notar que deben ser
cuidadosos con la unidad de medida que elijan y que en la mayoria de los casos sélo hallan

aproximaciones porque no pueden cubrir perfectamente la superficie de su mano calcada.
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Luego replican la actividad en el patio, pero en esta ocasion
cuentan con reglas, escuadras y metros. Se les pide hallar los
perimetros y las areas de figuras cerradas que la profesora dibuja
en el patio. Ahi se evidencia que algunos no son cuidadosos con
conservar la unidad de medida

como se ilustra en la figura 37,

Figura 38. Cuadricula no las utilizan correctamente o
realizada para hallar el area

confunden el perimetro y el Figura 37. Uno de los errores

. . fr n ntre perimetr
area ya que frecuentemente se acercan a la docente para pedirle ér%(;“e tes entre perimetroy

que les aclare cual es el perimetro y cudl es el area. (Figura 38).

Esto se retoma en clase para acarar las dificultades que se presentaron y luego se les pide que
hallen perimetros y areas de poligonos irregulares. Posteriormente se les solicita que

individualmente reflexionen sobre la veracidad de las siguientes afirmaciones:

“A mayor perimetro, mayor area” \\K
13 4 r ED) '
A mayor area, mayor perimetro Yy,
“Si dos figuras tienen el mismo perimetro, entonces
tienen la misma area”

“Si dos figuras tienen la misma area, entonces tienen el

mismo perimetro”

Figura 39. Utilizar dibujos
ayuda a los estudiantes a
resolver problemas

Antes de realizar la socializacion general se les permite
discutir sus puntos de vista en grupos pequefios y ellos acuden a los dibujos para expresar o
demostrar lo que piensan. En este episodio emerge el uso del lenguaje iconico como una
posibilidad de comunicacion, los estudiantes lo utilizan con la intension clara de comunicar a
otros sus ideas y argumentos.
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De otra parte, estas preguntas son muy importantes porque los estudiantes tienden a
establecer relaciones entre el perimetro y el area que no existen. |

En la figura 39 se muestran la socializacion de algunas respuestas 1 ,
dadas por los estudiantes frente a las afirmaciones propuestas. & _h Has
i1 e
.t‘;::;qz hnsy

Frecuentemente los estudiantes relacionan el area con el iy -

producto de la base con la altura, como se evidencia en el dialogo EEECEL ++H EE

inicial de esta actividad, por esto la docente investigadora propone b&

deducir las formulas generales del &rea con ellos, para lo cual

desarroll6 la siguiente actividad. Figura 40. Area del

rectangulo

¢De donde salen las formulas de las areas? (Lenguajes iconico, simbolico-matematico y
grafico)

Area del rectangulo.

Los estudiantes construyen en cartulina libremente rectangulos cuyos lados sean centimetros
enteros. Luego dibujan la cuadricula en cm? y hallan el 4rea de cada uno, esta actividad se ilustra
en la figura 40. Posteriormente, la docente hace una tabla en el tablero donde coloca “Base”,
“Altura” y “Area” y la llena con los datos que los estudiantes proporcionan de acuerdo a los
rectangulos que construyeron, entonces les pregunta qué relacién hay entre la base y la altura con
respecto al area, de esta manera ellos concluyen que el area es el
producto de la base por la altura, la socializacion se muestra en la
figura 41.

Area del cuadrado.

Figura 41 Generalizacion
Se recuerda a los estudiantes que el cuadrado es un ~ del area del rectangulo

rectangulo. Ellos evidencian que en el caso del cuadrado la base y la altura miden lo mismo,
utilizando la formula encontrada para hallar el area del rectdngulo comprenden la razon por la
que el area del cuadrado es la medida de su lado al cuadrado.
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Area del paralelogramo Hallemos la del paralelogramo: -

Los estudiantes construyen en cartulina tres paralelogramos P ————
diferentes, con la condicién de que no sean rectangulos. Toman ‘ -
uno Yy trazan una de sus alturas, luego recortan por esa linea. crREE
Con los dos trozos pueden construir un rectangulo. Notan que El drea del paralelogramo es: bxh

esto sucede sin importar como hayan hecho los Figura 42, Diapositiva para

paralelogramos. Hacen lo mismo con los otros dos. recordar como se halla la formula
del &rea del paralelogramo

La profesora muestra varios paralelogramos construidos por

ellos al grupo en general y se concluye que el area de un paralelogramo es igual al area de un

rectangulo que tiene la misma base y altura que el paralelogramo; por lo tanto, el area del

paralelogramo es el producto de su base por su altura. EI procedimiento se presenta en la figura

42.

Area del triangulo.

Los estudiantes construyen tres parejas de tridngulos congruentes, en cartulina. Las parejas
deben ser distintas entre si. Luego se les pide que con cada pareja de triangulos congruentes
construyan un paralelogramo. Observan que esto sucede sin importar como hayan hecho los
triangulos. La profesora les muestra que una de las alturas de los triangulos también es la altura
del paralelogramo y les pide que la tracen en sus propios triangulos ayudandose con la escuadra.
Luego les pregunta qué relacion hay entre el area del tridngulo y la del paralelogramo, pero debe
acudir a ejemplos concretos; pregunta: “Si el area de este paralelogramo es 10cm?, ¢ Cuanto mide
el area del tridngulo?” (Muestra un paralelogramo construido con dos tridngulos congruentes) y
repite la pregunta con varios ejemplos, hasta que ellos comprenden que el area del triangulo es la

mitad del area del paralelogramo.

En este episodio se observa como la docente busca valerse de ejemplos para lograr lo que ella

considera importante en la comprension, en esta altura de la investigacion es consciente que la
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idea no es indicar al estudiante cual es “la formula” sino buscar que el estudiante verbalice sus

propias conclusiones.

Area de los poligonos regulares.

En esta parte se realiz6 una presentacion en Power Point repasando los procedimientos vistos
y explicando cdmo hallar el area de un poligono regular. Se hizo de esta manera ya que la
elaboracion tomaba mucho tiempo y ademas se podia hacer uso de esta aplicacion aprovechando
los recursos de animacion para hacerlo mas atractivo. En la figura 43 se muestran las diapositivas
en el orden presentado. Previamente la profesora les mostré varios poligonos con sus respectivos
nombres y definié poligono regular, durante la presentacion fue explicando detalladamente el

proceso, aclarando inquietudes de los estudiantes.
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En los poligonos regulares hay una linea perpendicular
que une el centro del poligono con uno de sus lados. Esta
linea se llama apotema

Tomemos el hexégono (funciona igual para todos)

Hacemos
tridngulos
cuya base es
un lado del
poligono y un
vértice es su
centro

Pero 6 xles el
perimetro del

6xl xa
) hexdgono

o -
Tomemos el hexagono (funciona igual para todos) El drea de cada triangulo es
Observa que base =1
la base del altura = a (apotema)
triangulo es
el lado del . »
poligono y la area del tridngulo es
altura del Lxa
tridngulo es 2
el apotema »
del poligono Pero recuerda que son 6 tridngulos
| [ ]
drea del tridngulo es drea del hexdgono es
[ xa 6x1 xa
2 2
Y multiplicado por 6 es el
drea del hexdgono Reemplazando
drea del hexdgono es P_x2a

De lo anterior podemos concluir
que el AREA de un POLIGONO
REGULAR es igual a la mitad del
producto del perimetro por el
apotema

Figura 43. Formula del &rea de poligonos regulares

Una vez realizada la reflexion sobre la accién, se evidencia como la docente recurre a un medio

tecnoldgico con el propoésito de apoyar su discurso con iméagenes y textos mejor elaborados, no

obstante, la participacién de los estudiantes es limitada y pasiva. En futuros ejercicios se propone
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el uso de rutinas de pensamiento tales como ¢ qué veo?,;qué me pregunto? Con el fin de

involucrar en la discusion al estudiante.

Area del Circulo.

Para hallar el area del circulo es necesario conocer la longitud de la circunferencia, asi que la

docente definio las lineas notables de la circunferencia: cuerda, didmetro, radio y tangente. Luego

pidio a los estudiantes que en parejas midieran el perimetro y el diametro de objetos circulares

con la mayor exactitud posible y hallaran la razén del perimetro entre el didmetro. Al socializar

los hallazgos la profesora explica el origen del nimero « y deduce la formula para hallar la

longitud de la circunferencia. Posteriormente, considerando el circulo como un poligono con n

lados donde n tiende a infinito, dedujo la formula del area del circulo.

Esta actividad permite a los estudiantes comprender el origen y significado de las formulas

del area, ademas del seguimiento de instrucciones. Aunque realizar el paso a paso toma mucho

tiempo, esta actividad también contribuye a ensefiarles el manejo de la escuadra, reforzar

conceptos como area, apotema y altura. Si se hiciera la construccion de los poligonos podrian

fortalecer el manejo del compaés y del transportador.

Areas Sombreadas. (lenguajes iconico y simbélico-

matematico)

Generalmente cuando se trabajan areas sombreadas se
les brinda informacion suficiente a los estudiantes para que
ellos encuentren el valor de esta area. Sin embargo, puede
resultar mucho mas productivo si se les da la imagen y se
les pregunta ¢ Qué informacion requieren para hallar el area

sombreada?

'\IE(Q$\\GW\OS conocex -

¢ Scroe dice: &\ A\dm(’i\(@ :
(&\ vadko es b miad Ao oy'\('w\q‘xo_\

¢ Tuan - €\ rado

Figura 44. Socializacién de la
actividad de ""Areas Sombreadas"
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La actividad inici6 con que la docente ubico diez areas sombreadas en diferentes partes del
salon y luego les pidi6 a los estudiantes que las observaran y pensaran como hallarian el area
sombreada y cual seria la menor cantidad de datos que necesitarian conocer para poder hallarla.

Ellos podian discutir con algun compafiero su punto de vista.

L -
En esta fase ellos usan reglas porque sienten la
, necesidad de saber cuanto miden los segmentos, intentan
N - haceral tay se frustran al i !
£l o de| ciredlo avande & o) | haceralgunacuentay se frustran al no ver nimeros en las

didmehvo de los cireolos pequencs
fetme - 21(0_)’
« Gngoden Ciblon &

imagenes. Sin embargo, cuando la profesora les indica que
deben decir el proceso general no hallar un resultado, se

tranquilizan y se concentran mas en el proceso que deben
Figura 45. Los estudiantes
indican el procedimiento para
hallar &reas sombreadas

hacer.

Luego se coloca una de las iméagenes en el tablero y se socializan las respuestas que dieron,
algunas de ellas se presentan en las figuras 44 y 45. El proceso para hallar el area sombreada de
algunas figuras tienen Unica respuesta, pero otras tienen varias posibilidades. También se dan

cuenta de que la construccion de las figuras puede ser compleja, pero no lo es hallar su area.

En particular la docente consider6 que esta actividad fue exitosa, porque favorecié la
observacién, discusion, argumentacion y el analisis, aunque podria tener mejores resultados si en
lugar de dejar las diez figuras abiertamente se toma una a una, dando espacio para la reflexion
individual y socializando las respuestas, ya que algunos estudiantes logran mayor comprension al
escuchar las propuestas de los compafieros, de esta manera tienen la oportunidad de hacer la
construccidn de su propio conocimiento al interiorizar el mecanismo para hallar las areas

propuestas.

Calendario Matematico. (Lenguajes natural, iconico, grafico y simbdlico-matematico)

Esta herramienta se ha implementado al trabajo del aula y con el objetivo de aprovecharla al

maximo, durante el tiempo de la investigacion se han hecho numerosos ajustes.
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Inicialmente se aplicaba como sugiere la empresa que los produce; un ejercicio para cada dia.
Sin embargo, los estudiantes no contaban con la disciplina para realizar las actividades
diariamente; generalmente comenzaban a realizar los ejercicios que les Ilamaban la atencién o los
que consideraban mas sencillos. Otra conducta frecuente era la de copiar las respuestas de otros
compafieros para presentar el trabajo realizado sin alguna comprension de la actividad. Al

44

solicitarle a un estudiante que diera cuenta de un problema con frecuencia respondian “no sé”.

La dinamica cambid cuando se les dio la oportunidad de trabajar en grupos los ejercicios
propuestos en la clase, ya que discutian con sus
comparieros sobre las alternativas de solucion, compartian
hipdtesis y se ayudaban a recordar conceptos previos.
Aunque seguia presentandose la conducta de copiar las
respuestas de otro estudiante que ellos consideraban tener

mas conocimiento sin cuestionar ni la respuesta, ni el

procedimiento. Ademas, seguian participando los

Figura 46. La discusién con otros _ ) ]
estudiantes les permite estudiantes que tienen mayor fluidez verbal.
intercambiar ideas

Posteriormente y aprovechando el espacio en que la docente llama asistencia se les pide que
hagan uno o dos ejercicios, dependiendo de la dificultad. La dindmica consiste en que ellos deben
observar individualmente el problema sugerido, luego deben tener claridad sobre la situacion que
deben resolver (¢ Cudl es la pregunta?) y finalmente expresar lo que ellos saben; tanto de la
informacion que es explicita como la que ellos pueden inferir, por ejemplo, si el ejercicio dice

gue ABCD es un rectangulo ellos infieren que sus angulos son rectos.

Después del trabajo individual, la docente elegia un estudiante para que socializara su
proceso. Se sugiere que la eleccion involucre a los estudiantes que frecuentemente evitan
participar, porque si el estudiante tiene dificultad para expresar lo que observa el docente puede
ayudarle con preguntas orientadoras como ¢Qué ves? ¢ Qué crees que hay que hacer? ;Qué sabes
sobre...? Y segln la experiencia de la docente investigadora, hacer esto ayuda a que los
estudiantes superen su temor a participar. Ademas, es muy importante que aun cuando la

respuesta no sea correcta se le permita al estudiante argumentarla, de esta manera él mismo cae
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en cuenta de su error o se le puede guiar para que lo haga. Es posible que en ese momento otros
estudiantes intervengan para dar sus puntos de vista y eso debe permitirse porque enriquece la
actividad. Por otra parte, al permitirles a los estudiantes explicar sus procedimientos se evidencia
la relacion que utilizan entre los diferentes tipos de lenguaje, ademas de errores conceptuales que

puedan tener, uno de esos errores se muestra en la figura 47.

Es posible que una actividad tenga mas de una
respuesta o varias alternativas para solucionarla, las
! z
mas frecuentes son aquellas en que deben ubicar 4 = 62 1
algunos digitos para completar una operacion y se dan +4 4 S +6 + 24
e S

kv 72

cuenta de que pueden cambiar el orden de los nimeros
para tener otra solucion o aquellas en que deben dividir d

un &rea en otras de igual forma y tamafio. Permitir a los

estudiantes tener varias miradas de la misma situacion Figura 47. Una respuesta errada es
favorece su habilidad para seleccionar estrategias. Se tan util como una acertada.
sugiere que el docente pregunte siempre si la respuesta encontrada es Unica o si hay otra forma de

hallarla y, cuando el ejercicio lo permita, buscar otras soluciones.

El calendario brinda ejercicios que no tienen informacion verbalizada. Al inicio para los
estudiantes era muy dificil interpretar la situacién y manifestaban “Profe, ahi no hay nada que
leer”, entonces la profesora preguntaba “;Qué ves?”, al comienzo se reian porque les parecia
obvia la respuesta, pero al ir profundizando en la informacion del ejercicio empezaron a entender
que se puede empezar por lo mas evidente para llegar a lo mas complejo. En una ocasion, en la
etapa final de la investigacion, el ejercicio a resolver tenia una figura compuesta por trapecios
rectangulos y una pregunta ¢ Cuantos paralelogramos hay en la figura?, la estudiante que debia
resolver el ejercicio dijo: “Profe veo una figura compuesta por otras figuras, me preguntan
cuantos paralelogramos hay y para poder contarlos debo saber qué es un paralelogramo”. Esto
muestra que ella comprendia la pregunta y también era consciente del conocimiento que requeria
para dar respuesta. Si esta situacion se hubiese presentado al inicio de la investigacion, muy
posiblemente la estudiante se hubiese negado a responder aun cuando supiera lo mismo que en la

etapa final.
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Andlisis de Resultados

El aprendizaje en matematicas requiere de la asimilacion y uso en contexto de un concepto,

como lo menciona Fandifio (2010):

En matematica, de hecho, no basta con haber construido un concepto, sino que es necesario
saberlo usar para efectuar calculos o dar respuesta a ejercicios; combinarlo con otros o con
estrategias oportunas para resolver problemas; es necesario saber explicar a si mismoy a
los otros el concepto construido o la estrategia seguida; se requiere un uso sapiente de las

transformaciones semidticas que permiten pasar de una representacion a otra. (p.15)

Para que un estudiante explique el concepto que ha construido y utilice adecuadamente las
transformaciones semidticas requiere de la comunicacion. Aungue el concepto de comunicacion
no exige una detallada explicacion, varios autores se refieren a esta en diferentes términos, asi el
MEN la considera un proceso general, la OCDE una competencia, Fandifio un aprendizaje y
Stard (2009) “El pensamiento mismo” (p.40). Sin embargo, todos coinciden en que el aprendizaje
de las matematicas esté ligado a la comunicacion. Esta no se da exclusivamente de manera oral,
existen otras formas de comunicar que se encuentran presentes en el aula, el analisis de esas
formas de comunicacion entre los actores involucrados permite visibilizar aciertos y desaciertos

que finalmente deben repercutir en la toma de acciones para mejorar las practicas de aula.

Segun Fandifio (2010) “En primera instancia, se trata de saber elegir el tipo del lenguaje con
el cual se va a comunicar la matematica, es decir cual es el mas oportuno, caso por caso” (p. 134).
Frente a esta afirmacidn, si bien se considera el lenguaje a utilizarse de acuerdo a la actividad
planteada, apoyarse en los demas ayuda a reforzar el concepto y ademas permite hacer el aula
incluyente, ya que entre mas variedad haya para presentar un concepto se reduce la posibilidad de

que algun estudiante no logre asimilarlo.

El andlisis de las categorias propuestas se realiza de manera longitudinal en tres periodos que
se denominaron momentos. EI momento inicial se realizo de septiembre a noviembre de 2015, el
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intermedio entre febrero y mediados de abril del 2016 y el final entre mediados de abril y julio de
2016. Durante estos periodos, se analizaron diferentes episodios de clase documentados por la
docente investigadora con la intencion de identificar los procesos comunicativos propios y de sus

estudiantes.

Teniendo en cuenta la metodologia planteada a continuacion se describiran los hallazgos en
cuanto al uso de lenguaje utilizado por la docente y los estudiantes en el desarrollo de la préactica
a la luz de cada una de las categorias y subcategorias planteadas, intentando realizar una detallada

descripcion en cada una de ellas.

Categoria: procesos comunicativos de la docente dentro del aula de matematicas.
Lenguaje natural.

Inicialmente la docente investigadora daba indicaciones a los estudiantes asumiendo que eran
suficientemente claras. La comunicacion en el aula era unidireccional; de la docente hacia los
estudiantes, una conducta frecuente. Fandifio (2010) indica “El docente actia como si la

comunicacion se hubiera dado totalmente, asi como la recepcion” (p.134).

Utilizaba expresiones aprobatorias como jAja!, jListo! jBien! jCorrecto! jSuper! o
desaprobatorias como jEhe! jAha! jNop!, para validar o no una respuesta independientemente del
proceso. Su lenguaje era informal. Preguntaba y se respondia inmediatamente “;Esté claro?,

iListo!”, sin permitir que los estudiantes asimilaran la pregunta.

En la etapa intermedia la docente investigadora pudo notar que sus instrucciones no eran
claras o tenian vacios que les permitian a los estudiantes hacer varias interpretaciones con la
misma informacién. Esto la llevo a ser mas cuidadosa en el planteamiento de instrucciones,
preguntas y problemas, expresar con mayor claridad sus expectativas y a verificar que las

instrucciones fueran claras para todos.

Utilizaba lenguaje formal para recordar definiciones. Aun continuaba utilizando las mismas

expresiones aprobatorias y desaprobatorias, pero para validar el proceso mas que la respuesta. Por
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otra parte, en ocasiones anticipando lo que algin estudiante queria decir lo interrumpia para
concluir lo que ella creia que €l iba a decir. En otras oportunidades desaprobaba una respuesta
elaborando una pregunta con la respuesta dada, por ejemplo, ella pregunta “; Cuantos divisores
tiene el cero?”, un estudiante dice “Cero” y ella repite “;Cero?”. Aunque s menos frecuente

todavia hacia preguntas que ella misma se respondia.

En la etapa final procurd explicar las instrucciones de una actividad y verificar que los
estudiantes comprendieran lo que ella esperaba que hicieran. Utilizaba lenguaje formal con mas
frecuencia y era cuidadosa al dar definiciones. Evitaba interrumpir a los estudiantes o terminar
sus ideas, aunque hacia preguntas frente a la afirmacion de un estudiante para ayudarle a expresar
su punto de vista o para que su idea fuera comprensible para los demas estudiantes. Adn utilizaba
expresiones aprobatorias y desaprobatorias, pero aprovechaba el error para examinar los procesos
que llevaron a esa respuesta. Hacia preguntas evitando responderlas. Buscaba que los estudiantes
validaran la respuesta de otro compariero en lugar de hacerlo ella haciendo preguntas como ¢Su

compaiiero dice qué... estan de acuerdo? ¢Por qué?

Durante todas las etapas la docente manej6 un tono de voz fuerte y hacia cambios en él para

enfatizar lo que ella consideraba pertinente frente a una instruccion o para reforzar un concepto.

Lenguaje matematico simbolico.

Al iniciar la investigacion la docente omitia hacer uso del lenguaje simboélico matematico
tanto como le fuese posible por considerar que podia ser muy complejo para los estudiantes y
preferia utilizar un lenguaje menos formal y mas cotidiano. El parecer inicial de la docente esta
justificado en que el uso de este lenguaje requiere del
conocimiento de los simbolos y convenciones especificas, y en el
constante discurso que se maneja en la comunidad educativa que
invita a los docentes a ser mas flexibles, menos rigurosos y a

contextualizar todo lo que sea posible. Al respecto Lee (2006)

explica que “Utilizar el lenguaje matematico puede ser una Figura 48. Uso inicial del

. ] lenguaje matematico
barrera para el aprendizaje de los alumnos debido a los
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requerimientos y convenciones especificas necesarias para expresar los conceptos matematicos”.
(p.19).

En el transcurso de la investigacion, la docente se hace consciente del valor de utilizar el
formalismo que requiere este lenguaje y comienza a utilizarlo en su
practica, procurando que los estudiantes comprendan tanto el

significado como la importancia de su uso, lo que va evolucionando

al transcurrir de la investigacion. En las figuras 48 y 49 se ilustran

Figura 49. Se utiliza el
lenguaje simbolico
matematico para generalizar

algunos de los momentos en que la docente usa este tipo de lenguaje.

Fandifio (2010) explica que: “La matemadtica necesita de rigor sintdctico y semantico, de
univocidad, no por una mania del docente, sino objetivamente, para evitar ambigliedades y casos
paraddjicos o errados” (p.159), por su parte Lee (2006) afirma que “Los alumnos deben adquirir
un vocabulario concreto, asi como los medios de expresion y frases que son especificamente

matematicas y que hacen posible explicar los conceptos matematicos” (p.19).

Es importante que el docente maneje suficiente vocabulario matematico y seleccione los
términos que utilizard; los estudiantes deben comprender la importancia de emplearlos para que
logren su asimilacién, o de lo contrario no tendra mayor significado para ellos. Al respecto
Fandifio (2010) afirma que: “...insistir solo en la eleccion de los términos de usar, o sobre la
exactitud sintactica o semantica; para muchos estudiantes esto aparece s6lo como una mania
(inutil) del docente” (p.134)

Por otra parte, en el momento final la docente investigadora se habia convencido de que los
estudiantes tienen la capacidad para comprender y utilizar este lenguaje, dependiendo del nivel en
que se encuentren. También expresé que posiblemente el hecho de no contar con libros de texto
en que los estudiantes puedan tener acceso constante a este tipo de lenguaje va limitando su uso
en el aula y las consultas virtuales pueden ser contraproducentes porque muchas de las paginas de

internet no utilizan adecuadamente este tipo de lenguaje.
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Finalmente, en la medida en que se van desarrollando los procesos comunicativos en el aula,
también se hace necesario que se motive a los estudiantes a escribir sus ideas matematicas

utilizando el lenguaje matematico y a que lea las ideas de sus compafrieros.

Lenguaje gréfico.

En la investigacion el lenguaje grafico que se utiliza es en mayor medida el que se relaciona
con la recta numérica, la cual permite establecer el orden en los nimeros enteros y facilita la
ensefianza de la adicion en este conjunto numérico. Durante las tres etapas la docente es
cuidadosa con la representacion grafica en la recta e insiste a los estudiantes para que manejen
adecuadamente las escalas. También exige diferenciar entre rectas y segmentos e insta a los
estudiantes para que utilicen la cuadricula del cuaderno convenientemente para representar

situaciones gréaficas.

La docente también se apoyd con frecuencia en tablas para organizar la informacion,
generalmente el objetivo al hacerlo de esta manera es permitir que los estudiantes observen
patrones y lleguen a generalizaciones. Esta conducta esta presente en las tres fases. El lenguaje
grafico puede desarrollarse con méas profundidad cuando se trabajen graficas de funciones o
estadisticas, ya que el analisis de estas representaciones ofrece gran riqueza frente a la

competencia comunicativa en el aula de matematicas.

No obstante lo anterior, la docente es consciente que su uso de la recta numérica es mecanico y
no realiza reflexiones con sus estudiantes sobre la lectura del registro, de otra parte no utiliza
otros registros de representacion para buscar que sus estudiantes identifiquen unidades de

significado con otros registros utilizados para representar los niUmeros enteros.

Lenguaje iconico.

Al comienzo la docente investigadora utiliza dibujos para representar diferentes situaciones
matematicas; como en el caso de los numeros relativos cuando solicita dibujar en el mismo plano

un avién en vuelo, una isla y un submarino sumergido. Sin embargo, no aprovecha la riqueza de
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estas representaciones y evalta de acuerdo a lo que para ella es correcto sin mayor anélisis. Ella
utiliza simbolos matematicos para indicar un concepto matematico, aunque el dibujo no esté bien
elaborado, por ejemplo, hace un cuadrado pequefio dentro de un tridngulo para indicar que este es
un tridngulo rectangulo aun cuando la figura no lo parezca. Lo mismo sucede cuando traza dos

lineas pequefias en los lados de un tridangulo para indicar que es isésceles.

- ol En la etapa intermedia, de
o una manera mas consciente
utiliza representaciones gréaficas
para explicar conceptos; como
el de area y perimetro, o para

ilustrar y/o resolver problemas e

intenta que visualmente
correspondan a la simbologia

utilizada.

En la etapa final la docente usaba el lenguaje F_igurg 50. El lenguaje iconico ayuda a representar conceptos o
situaciones matematicas.
iconico para representar situaciones e invitaba a
los estudiantes a ser cuidadosos con las suyas. Ademas, se apoy6 en impresiones o presentaciones
digitales para que las figuras fueran mas atractivas para los estudiantes y correspondieran a lo que
ella deseaba que observaran. A este respecto, Fandifio (2010) menciona que “Si no se hacen
consideraciones especificas y oportunas, puede ser didacticamente peligroso insistir sélo en la
eleccion de los términos de usar” (p.134), por lo tanto, debe haber coherencia entre la
representacion y la definicion de un objeto matematico. Algunos de estos registros se muestran en

la figura 50.

Lenguaje gestual.

Una de las caracteristicas de la docente investigadora es que se apoyaba en el lenguaje gestual
para reforzar lo que decia, asi que la expresion de su rostro acompariaba sus palabras cuando
aprobaba o desaprobaba algo, ademas utilizaba sus manos para indicar tamafios o formas.
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En la etapa intermedia, cuando la docente estaba en el proceso de evitar la validacion o
desaprobacion de una respuesta sus gestos delataban su intencidn frente a los estudiantes. En este
cambio de rutina en la clase un aspecto que resulto ser desafiante para la maestra fue el de evitar
delatar sus pensamientos a través del lenguaje gestual, ya que en ocasiones al preguntar “; Por
qué afirmas eso?” con su cabeza hacia un gesto de desaprobacion. Esto sucedia porque habia una

conducta arraigada y el cambio resulto ser tan dificil para los estudiantes como para ella.

En la etapa final es evidente que habia mayor cercania de la docente hacia los estudiantes, ya
gue su postura era menos rigida y permitia que la ubicacion de los estudiantes favoreciera la
interaccion con ella y entre ellos, rompiendo las lineas de las filas y formando grupos de

estudiantes.

Categoria: Procesos comunicativos del estudiante, entre pares y con la docente, en el aula

de matematicas.
Lenguaje natural.

Inicialmente se evidenci6 que los estudiantes tenian dificultad para expresarse verbalmente y
por escrito. Era dificil lograr que se expresaran abiertamente y con frecuencia sugerian respuestas
sin argumentarlas, ya sea porque las daban sin reflexion previa o porque se sentian intimidados
para hacerlo. Tenian tendencia a ser muy literales y por consiguiente en ocasiones no lograban

asimilar una idea porque no encajaba en la definicion que conocian.

En ocasiones utilizaban términos matematicos para expresar situaciones que en realidad no
corresponden a la definicion, por ejemplo, para referirse a un trapecio un estudiante dijo “Es un
triangulo, estd espichado”. Otro tratando de definir un tridngulo equilatero dijo “Es un tridngulo.
No tiene partes rectas”. O al responder a la pregunta “;Qué es un rectangulo?” la respuesta de un
estudiante es “Son los que tienen cuadritos en las esquinas”. También utilizan comparaciones o
ejemplos para expresarse; a la pregunta “;Qué son rectas paralelas?” la respuesta de un estudiante

es “Son las que viajan una al lado de la otra”
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También fue notorio que, aunque muchos estudiantes sabian
las respuestas se abstenian de participar. La docente indago
sobre las causas y los estudiantes manifestaron por escrito y de

manera individual, estar temerosos de la burla de los

compafieros, mas que de equivocarse. Al hacer la reflexion con

Figura 51. La distribucion en el
aula incide en los procesos el grupo en general los estudiantes afirmaron que su mayor

comunicativos.

temor era a la recriminacion de la docente. Ellos estaban
acostumbrados al reconocimiento o al regafio, a la postura rigida de la docente en clase, a las filas
derechas y a pedir la palabra levantando la mano. Al respecto Lee (2006) afirma que “Con
frecuencia los alumnos estan demasiado preocupados por no cometer errores y a veces prefieren
no intervenir en absoluto por miedo a expresar una idea erronea” (p.25). Esa situacion obligo a
realizar cambios en la mentalidad y la actuacion de la docente, en la distribucion del aula y por
supuesto, en la forma en que los estudiantes se desenvuelven en el aula de matematicas. En la

figura 51 se observa la disposicion inicial de un grupo de estudiantes.

En la etapa intermedia la docente propicio espacios donde pudieran socializar en grupos
pequefios, cuando trabajaban en grupo eran mas asequibles, pero si debian socializar frente al
curso aun se sentian inseguros, especialmente porque notaron que la profesora dejé de

preocuparse por la respuesta y comenzo a enfatizar en el procedimiento.

Para favorecer la comunicacion en el aula fue necesario revisar la distribucion de los
estudiantes en el salon, asi como la ubicacién de la docente. Aungue existe una idea generalizada
de considerar que los estudiantes deben estar siempre en silencio y pedir la palabra para hablar,
hay momentos en que el bullicio se ocasionaba por la discusién de un evento propio de la clase y
no por agentes externos, estos momentos que podian ser molestos para la docente permitieron
que aclararan inquietudes o se expresaran libremente. Lee (2006) explica una de las razones mas
importantes para considerar la ubicacion de los estudiantes en el aula: “Si los alumnos se pueden

oir unos a otros, los profesores no tienen que repetir o reiterar lo que estos dicen” (p.50).
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También se fomentaron espacios de reflexion individual y de
comunicacion entre ellos sin la intervencion de la docente. De
acuerdo a Lee (2006) “Los alumnos necesitan mas tiempo para

acostumbrarse a la demanda de respuestas que requieren algo mas

que una simple contestacion, asi como para pensar y explorar

Figura 52. Los estudiantes
intercambian ideas.

conceptos” (p.98) Ademas en muchas ocasiones logran mejor
comprension cuando se comunican entre pares. En la figura 52 se
muestra una pareja de estudiantes intercambiando sus ideas, en la

figura 53 se presenta un cambio en la disposicion de la clase.

El apoyo de la docente fue importante para que
los estudiantes adquirieran la seguridad necesaria para

argumentar una respuesta, de esta manera si ella se

ofrecia a escribir en el tablero lo que ellos le

Figura 53. La socializacion entre
presentaban y sugeria ayudarlos a explicar el estudiantes para desarrollar su

competencia comunicativa
procedimiento, entonces se motivaban a hablarle al
grupo. En esta etapa era frecuente que los estudiantes expresaran que algo no se podia resolver si
no era comprensible a primera vista. Sin embargo, una cualidad de los estudiantes de este nivel es
que logran adaptarse rapidamente a nuevas situaciones, por lo cual finalizando esta etapa

comenzaron a cuestionar a los compafieros y a discutir con argumentos.

En la etapa final los estudiantes comenzaron a utilizar lenguaje formal adecuadamente,
participaba en clase y establecian discusiones entre ellos sin intervencidn de la docente.
Corregian a sus compafieros y buscaban hacerse entender utilizando ejemplos o re

contextualizando una situacion.

Lenguaje matematico simbolico.

Inicialmente los estudiantes dan muestra de comprender los

procesos matematicos aun cuando no utilizan correctamente el Figura 54. Manejo
del signo igual

99



lenguaje simbolico matematico. También es frecuente que utilicen el signo igual sin mucha
atencion, como se evidencia en la figura 54. En la clase es comin que al leer un ejercicio ellos se
limiten a la respuesta; es decir, si el ejercicio 4 corresponde a realizar la operacion “5 + 12”’su

lectura era “El ejercicio 4 da 17”

En la etapa intermedia los estudiantes comienzan a utilizar
cuidadosamente el lenguaje matematico para representar adiciones en los
nameros enteros. En esta parte es frecuente el uso del signo menos como un
guion para listar los ejercicios, como se ve en la figura 55. La docente tuvo

que insistirles a los estudiantes que no usara

. ) . . ur RaunE ...
este registro con el fin de evitar confusiones Kot | ranatan
. (193] “rco o :v/‘/ o
Figura55. Eluso ~ con el doble uso del signo “-”. Ellos vl C"c‘*'»' LA e

del guion puede . .
confundirlos comienzan a hacer lectura oral del lenguaje

matemokiao

C o 4 L misal (de  petimeloy &
en /e-ja_e)g: e re eraningg

: en/ej Jerguage
mettaia . ac ‘
Bttt i bl i CLSRE

igual a diecisiete”. En la figura 56 se muestra como una Figura 56. “Traduccion”
de simbolos matematicos

matematico por solicitud de la docente, entonces leen la operacion

completa para luego indicar el resultado: “Cinco mas doce es

estudiante escribe su traduccién de lo que representan algunos

simbolos matematicos por iniciativa propia, para “no olvidarme de lo que significan”.

En la etapa final continuaba la lectura oral del lenguaje matematico y los estudiantes se
corregian entre ellos, ademas lograban interpretar expresiones matematicas, aunque eran
temerosos para escribir el lenguaje matematico. La docente pedia a los estudiantes escribir en el
tablero un ejercicio dictado por otro y resolverlo. De esta manera, los demas corregian tanto al
que hacia la lectura como a quien tomaba nota. En una ocasion un estudiante escribi6 “7-(-0) =7,
algunos estudiantes cuestionaron la escritura del “-0”, la profesora le pregunta a quien lo escribio
“;Qué significa -0?”, el estudiante no responde, pero otro dice “el opuesto de cero”, la profesora
replica “; Y cual es el opuesto de cero?”, “cero” responde un tercero, pero otro dice “El cero no
tiene signo, eso no se escribe asi, ;Cierto profe?”. En esa misma clase un estudiante dicta “menos
ocho mas tres es igual a”, el que escribe registra “-8+3=". Esto genera una discusion sobre si el -8
debia o no ir entre paréntesis. Estas situaciones evidencian que los estudiantes hacen analisis de

lo que significan las expresiones matematicas frente a los conocimientos que tienen.
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Por otra parte, en ocasiones mostraron curiosidad sobre como se expresa alguna situacion a

través del lenguaje matematico, pero aun les parecia complejo este tipo de lenguaje.

Lenguaje gréfico.

Como se menciono anteriormente en esta investigacion el lenguaje gréafico se desarrolla en
gran medida con respecto a la recta numérica y al uso de tablas de datos, por las tematicas

abordadas.

Al inicio, en general, los estudiantes utilizan

=

sus ideas previas para organizar datos sin 1
considerar algun tipo de escala. Después van DS ;,_;h" P
ubicando la informacion en la recta numérica, Figura 57. No manejar una escala es un error

o frecuente.
aunque cuando se inicia con este proceso

cometen errores esperados por la docente; no ser cuidadosos con la escala, ubicar el 0 y el “-07,
asignar intervalos y no puntos a los nimeros, ubicar los nimeros negativos de menor a mayor, de
derecha a izquierda o de arriba hacia abajo, o representar la recta como un segmento. En la figura

57 se muestra uno de estos errores.

El manejo de este tipo de lenguaje no tuvo una variacién evidente ya que desde la etapa
inicial la docente procur6 un manejo cuidadoso del mismo haciendo uso de escalas, presentando
las caracteristicas propias de la recta numérica y del plano cartesiano y revisando constantemente
las representaciones individuales de los estudiantes para detectar las dificultades de cada uno y
hacerle notar el error cometido. Esta tarea que puede resultar dispendiosa inicialmente tiene
resultados positivos a largo plazo, ya que al hacerles caer en cuenta de sus errores son mas

cuidadosos en las siguientes

oportunidades.
En ocasiones por sugerencia
de la docente utilizaban la recta

numérica para resolver problemas.
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Aunque en la etapa intermedia de manera independiente, algunos estudiantes asociaron los
segmentos a partes de la recta numérica para resolver un problema de operaciones entre
segmentos. En la figura 58 se muestran dos estudiantes explicando el mismo ejercicio con dos
puntos de vista similares, pero con importantes diferencias; el primero utiliza operaciones entre

segmentos y el segundo ubica puntos en un segmento.

El estudiantelinicia con la representacion de la figura 59.
Luego ubica las longitudes de los segmentos. La profesora le
pregunta ;Qué mide 35? Y ¢l contesta “Todo esto” Sefialando (
la distancia desde A hasta D, y contintia “Como desde A hasta pre ]

Figura 59. Introduccién estudiante 1.

C hay 23 y de B a C hay 297, verifica visualmente lo que escribio ... luego escribe un 6 entre A 'y
B y explica “Como de A a D hay 35 yde B a D hay 29; de A a B hay 6” y sigue “Como de A aC
hay 23 y de A a B hay 6; entonces a 23 le resto 6 (escribe la resta) y queda 17 La profesora

pregunta “;17 es la distancia que hay entre...? Y él responde “entre B y C”.

El estudiante 2, por su parte, ubica las longitudes de los
segmentos haciendo coincidir los nimeros y empieza en el
namero 1, como se muestra en la figura 60. Luego dice “Un
nimero que me da restando 35 menos 29 es 6”, coloca el Figura 60. Introduccion estudiante 2.
6 sobre la letra B, y lee: “;Cual es la distancia entre B y C?” y continta “Busco un nimero que

me dé, de 6 a 23 y es 177, escribe la respuesta a parte y repite “La distanciade Ba C es 17”

El primer estudiante utiliza las operaciones entre segmentos para hallar la respuesta, mientras
que el segundo opera numeros ubicados en un segmento. Al hacer la explicacion ambos se
muestran confiados y seguros de la argumentacion de su solucion. Después del analisis la
profesora le hace ver al primer estudiante que es importante que quede claro a qué se refieren los
nameros que él va ubicando sobre los segmentos y al segundo le hace ver que el nimero que le

corresponde a A, en ese caso es 0 y no 1.
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Por otra parte, frente a las tablas, no todos fueron cuidadosos al diligenciarlas, pero esto no
impide que pudieran observar generalidades y expresar conclusiones, especialmente cuando se

socializan los resultados en el tablero.

Lenguaje iconico.

o Al inicio los estudiantes realizan representaciones casi literales de
’ lo que se les pide; generalmente centran en mayor medida su actividad
en la realizacion de dibujos que en la interpretacion de los conceptos
matematicos. En la figura 61 se muestra un
dibujo realizado donde la profesora pedia
dibujar un avion a cierta altura, una isla al

nivel del mar y un submarino sumergido

cierta distancia. El estudiante realizo

Figura 62. Representacion . . ,
icénica en la etapa inicial los dibujos con detalles, pero ignor6

totalmente la informacion matematica. En la figura 62 se Figura 61. Las representaciones
. . ., geométricas son descuidadas.
visualiza la representacion de un fractal, donde claramente se

ve que los trazos no son rigurosos.

En la etapa intermedia utilizan representaciones graficas para ayudarse a comprender un
problema, una pregunta frecuente en el
aula era: “Profe ;Puedo hacer un dibujo?”,
refiriéndose a la posibilidad de expresar la
situacion de una manera mas visual. En la
figura 63 se evidencia una situacion en la
que el dibujo ayuda a comprender el
enunciado del problema que dice: “Dos
atletas parten del mismo punto hacia el

occidente. La velocidad del primero es de

20 metros por 15 segundos y la del

Figura 63. Representacion icdnica de un estudiante.
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segundo de 30 metros por 15 segundos, ¢Qué distancia los separa al cabo de 15 segundos, un
minuto ...? el estudiante marca cada metro en una recta, donde el punto de partida es cero y
ubica los atletas a los 15 segundos. Esto le ayuda a visualizar la situacion de la primera parte del

problema.

En la etapa final se evidenci6 que los estudiantes
utilizaban simbolos matematicos para indicar
caracteristicas en sus representaciones, aun cuando

visiblemente no correspondieran, por ejemplo:

Figura 64. La mitad de una region.
utilizaban el cuadrado en las esquinas de un poligono para representar angulos rectos en angulos

que visiblemente no lo son. Pero también son mas creativos para hallar soluciones a través de
dibujos, como se muestra en la figura 64, donde debian representar la mitad de una region de

diferentes maneras.

Lenguaje gestual.

Inicialmente los estudiantes mostraban su
inseguridad evitando la comunicacion con la docente.
En ocasiones hacian gestos con sus manos para tratar

de explicar ideas como el paralelismo o la forma de

una figura, quizas por la limitacion en su lenguaje

Figura 65. Los estudiantes se sienten
mas comodos para expresarse.

natural.

Posteriormente desde el intermedio hasta el final, su postura corporal cambia, se van
mostrando mas seguros y participativos, como se ilustra en la figura 65. Aunque suelen distraerse
con facilidad, durante la investigacion se evidencia que estan mas atentos a lo que ocurre en la
clase y son menos temerosos tanto para expresarse desde su puesto como para pasar al tablero,

como se muestra en la figura 66.
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Los estudiantes leen la postura de la docente e interpretan sus
gestos para actuar de acuerdo a lo que ella espera y esto se

mantiene durante toda la investigacion. Los estudiantes

aprendieron a conocer las expectativas de la docente y a

: responder de acuerdo a lo que ella esperaba, aun cuando tenian la
Figura 66. Un estudiante o . ) L
explica al grupo su soluciona  posibilidad de expresar algo diferente. Al cambiar la dinamica de

un problema. la clase, dejando de calificar los resultados de los estudiantes y
solicitando los argumentos de las respuestas, los estudiantes se muestran inseguros porque no
saben cudl es la respuesta esperada. En este sentido se hizo muy valioso mostrarles que para la
docente era importante saber que estaban pensando y cuéles fueron los procesos que realizaron
para llegar a determinada respuesta. En el transcurso de la investigacion una estudiante afirma
que “Es importante escucharnos para aprender de los compatfieros y que ta (refiriéndose a la

profesora) nos escuches para que puedas saber lo que pensamos”, lo cual deja ver que los

estudiantes logran comprender la intencién de la docente al pedirles que expresen sus ideas.

También se evidenci6 que al comienzo algunos no participaban aun cuando sentian el
respaldo de sus comparieros, pero en la etapa final muchos participaban sin el miedo a ser
juzgados, aunque obviamente se sentian méas seguros cuando contaban con la motivacion de sus

pares.
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Conclusiones

Los procesos comunicativos median el aprendizaje, es por esto que es importante prestar
atencion al desarrollo de estos en el aula. La investigacion muestra que cuando el docente es
consciente de las diferentes manifestaciones del lenguaje que pone en escena cada dia, como
parte de su quehacer pedagdgico, comprende las implicaciones, que las elecciones a este
respecto, tienen en el aprendizaje de sus estudiantes.

En la investigacion se observa que los estudiantes utilizan los términos y las expresiones de la
docente porque asumen que es de esa manera en la que deben hacerlo. Es evidente que cuando la
docente implementa un lenguaje formal cuidadoso los estudiantes comienzan a hacer lo mismo;
incluso se corrigen entre ellos y se obligan a expresarse correctamente, es normal que esta
situacion se presente si consideramos que el lenguaje se aprende por imitacion, por lo cual es
importante que el docente sea consciente de la necesidad de desarrollar cada uno de los tipos del
lenguaje en el aula y de la manera en que los utiliza porque sera lo que le transmita a sus

estudiantes.

El analisis de diversos episodios de clase durante la investigacion, permitio observar que
cuando un estudiante manifiesta no comprender algln concepto o idea, generalmente los docentes
suelen repetir la misma explicacién, con las mismas palabras y apoyandose en los mismos
registros. Lo anterior no contribuye a resolver la duda del estudiante. Se trata de identificar por
qué no la comprendié y asegurarse de que lo haga, para esto el docente puede recurrir al uso de
otros tipos de lenguaje o registros buscando que el estudiante encuentre diferentes unidades de
significacion que le ayuden a generar una mejor comprension. En el futuro debe procurar darse la
indicacion buscando estrategias que permitan verificar la comprension del grupo, si no fue clara,
porgue el docente no supo expresar sus expectativas, debera pensar con mas atencion lo que les

diré a sus estudiantes para mejorar la comprension.

De igual forma, en el aula de matematicas cobra especial importancia el anélisis los registros
gréficos, iconicos, simbdlicos y de lenguaje natural que el docente utiliza al momento de

desarrollar la clase. En general los estudiantes acceden al lenguaje propio de la matematica a
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través de las interacciones que el docente propone en el aula. Teniendo en cuenta que el uso de
este lenguaje contribuye a la conceptualizacion y apropiacion de nociones matematicas, es muy
importante que los docentes lo utilicen de manera adecuada y reflexionen continuamente con sus

estudiantes acerca de la intencion comunicativa de cada uno de los registros utilizados.

La investigacion permitio identificar que con frecuencia los estudiantes motivados por los
docentes o por iniciativa propia realizan dibujos de una situacion, porque de esta manera pueden
tener una mejor comprension de lo que se les plantea, esto ocurre porque el lenguaje iconico
ofrece la posibilidad de comunicar ideas matematicas que de otra manera puede resultar
complejo. Visualizar la situacion problema ayuda a encontrar la solucion, asi como la

representacion de un concepto matematico ayuda a que los estudiantes lo asimilen més rapido.

Ademas, la representacion iconica habitualmente surge de un contexto verbalizado en primera
instancia, pero en la investigacion también se evidencid que el proceso contrario puede ser igual
de enriquecedor para la clase; partir de un dibujo o una imagen y pedirles a los estudiantes que
expresen lo que ven les ayuda a observar, analizar, establecer conexiones, pensar y proponer.
Aungue en general un lenguaje iconico puede considerarse mas avanzado cuando se acerca méas a
la representacion esquematica que a un dibujo, utilizar dibujos que no tengan algun tipo de
informacidn puede ser motivante para realizar ejercicios donde los estudiantes acudan a la
creatividad o se concentren en la esencia del problema en lugar de realizar procedimientos para

llegar a la respuesta.

Se desataca también, la importancia de un uso adecuado del lenguaje simbélico por parte del
profesor y de la invitacion permanente a que el estudiante utilice de manera formal este lenguaje
para comunicar ideas acerca de los objetos, procedimientos o relaciones entre objetos
matematicos trabajados en clase. De igual forma, invitarle a utilizarlo para argumentar y

demostrar conjeturas y decisiones tomadas al momento de resolver problemas.

La accion comunicativa requiere de una interaccion continua y activa entre los sujetos que

participan en ella, es en esta interaccion que el pensamiento se hace visible y se posibilita su
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desarrollo. Al ser consciente de lo anterior, los docentes trataran de buscar estrategias que
involucren a sus estudiantes en la discusion que se desarrolla alrededor de algin concepto, nocién

u objeto que se construye y reconstruye en el aula.
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